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Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen *). 


(Von Frau Sophie von Kowalersky.) 


Einleitung. 

Es sei eine algebraische Ditterentialgleichung 
) dı d”ı 

1) day, 2) = 0 


dx dx" 
vorgelegt, wo @ eine ganze rationale Function der unabhängigen Veränder- 
lichen x, der als Funetion derselben zu bestimmenden Grösse y und der 
Ableitungen derselben nach x bis zur „ten Ordnung hin bedeutet. 

Eine analytische Funetion ist vollständig bestimmt, sobald irgend ein 
regulärer Zweig derselben gegeben ist. Es kommt also darauf an, auf die 
allgemeinste Weise eine Potenzreihe 
(2— a)’ 


vw h 
en v! 


wo a, b,. b,, ... Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselbe. für 
y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung genügt, und innerhalb eines 
sewissen, die Stelle a umgebenden Bezirks convergirt. 

Es muss also, wenn man diese Reihe für y in den Ausdruck 


1 
(a, y, 2 


wickelt, Ei einzelne Coefheient dieser Entwickelung gleich Null werden. 
So erhält man zunächst zwischen a, b,. b,. ... 5, die Gleichung 


(B. 7(8,8,.8,,...8.) = 0. 


5) einsetzt und denselben nach Potenzen yon z-a ent- 
dL 


Nun hat aber, wenn y irgend eine reguläre Funetion von x ist, die Ate Ab- 
leitung von 


Ge, y, = u dry 


da” 
die Form 


” d"y\ det?y dy Fe PEN 
(x =, FR! 7 7 | + Hl, y ..o 


dx" / dert’ dx ' dar+i—1 )' 


n 


’ . » u v . . n ? 4 . 
wo @ die partielle Ableitung von @ in Beziehung auf =; und H, eine 


*) Diese Abhandlung ist zugleich als Inaugural-Dissertation zur Erlangung der 
Doetorwürde bei der philosophischen Facultät zu Göttingen erschienen. 
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dy dr +41 


2, en I bezeichnet. Es muss 


sanze rationale Function von x, 9, 
also (für 2=1, 2,... ®) 

3.) Ga, b,bi,... d,)6,4; +Bh (5 90 TR Re | 
sein, wenn der Coeffieient von (2—a)‘ in der genannten Datwichelung von 


1 dry‘ 
G(z, y. ER U 


dr d.” 
verschwinden soll. Umgekehrt genügt die für y angenommene Reihe der 
Gleichung (1.) formell, wenn die Gleichung (2.) und sämmtliche Gleichungen 
(3.) erfüllt werden. 

Durch die Gleichungen (3.) werden aber sämmtliche Coeffieienten 
b,, deren Index > ist, eindeutig bestimmt, sobald a, b,, bi, ... b, ge- 
eeben sind und zugleich @’/a, b,, b,,...d,) einen von Null verschiedenen 
Werth hat. 

So ergiebt sich der Satz: 

„Nimmt man die Constanten 

e Bi 
willkürlich, jedoch so an, dass die Gleichung 

G(a, b,,b,,...b,) = 0 
eine einfache Wurzel 5, hat, so lassen sich die Grössen 

ass Bu 
stets in eindeutiger Weise so bestimmen, dass 
5,b, (2 — a)’ 
v! I 

für y gesetzt, der Gleichung A. N ) formell genügt.“ 

Diese Reihe ist aber auch stets innerhalb eines bestimmten Bezirks con- 
rergent und stellt, wenn man x innerhalb desselben annimmt, eine die vor- 
gelegte Differentialgleichung befriedigende Function dar. Aus jeder solchen 
eine entspringt dann ferner eine bestimmte (eindeutige oder mehrdeutige) 
analytische Function, von der jeder reguläre Zweig die vorgelegte Differential- 
gleichung ebenfalls befriedigt *). 


*) Dieser Satz findet sich zuerst in der Weierstrassschen Abhandlung „Zur Theorie 
der analytischen Facultäten“ (Crelles Journal, Bd. 51, S. 43) ausgesprochen, und ist bald 
darauf auch von den Herren Briot und Bouquet bewiesen worden (Journal de l’Ecole 
polytechnique cah. 36). Derselbe bleibt bestehen, wenn der werke auf der linken 
Seite der Gleichung (1.) eine eindeutige und in eine beständig convergirende Potenz- 
dy d”y 


sn entwickelbare Function ist. 
dx dx“ 


reihe der Grössen z, y, 


Be ORTE MEN De 





Ne. 








Je 
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Umgekehrt hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende 
analytische Function y unendlich viele, durch das angegebene Verfahren 
bestimmbare reguläre Zweige, wenn sie nicht eine sogenannte singuläre 


Lösung der Differentialgleiehung ist, d. h. ausser derselben noch der Gleichu 


0 
15 


a” y 


Y dy 


dx” 


genügt. In diesem Falle kann man aber dureh Combination der beiden 
Gleichungen 
G=0, (=0 

zur Bestimmung der Funetion y entweder eine algebraische Gleichung oder 
eine Differentialgleichung, von der sie keine singuläre Lösung ist, erhalten. 

Analoge Sätze gelten ferner, wenn zur Bestimmung mehrerer Funetionen 
einer unabhängigen Veränderlichen ein System von ebenso vielen alge- 
braischen Differentialgieichungen gegeben ist. 

Dasselbe kann stets auf die Form 


v \ dy, vw/ 
| @ (2, Yaz Yıy ++ Ya) G, (2, Yo, Yır +9.) = 0, 


dx 


. 
—_ 
. 

ed 


vr 


yr dy, vw r.s \ 
| a (2, Yo, Yı, Un) nn — (G,(t, Yo, Yı; on. Yu) = () 


gebracht werden, wo Yı, ... y, die zu bestimmenden Funetionen sind, y, 
eine mit 7, %ı, -.. 9, durch eine irreduetible algebraische Gleichung 
(6.) Giz, Yo, Yı,---%) = 0 
verbundene Hülfsgrösse, @, @,, ... @, ganze rationale Functionen von x, 
Yo» Yır ++» 9, und @ die partielle Ableitung von @ in Beziehung auf u”) 
Setzt man dann, für A=0, l,...n 


. no x — a)“ 
HG u, 
0 f u. 
und nimmt 


a, bio, D.0; er bo 
so an, dass die Gleichung 


G(a, TR BD, ... b,.o) _— 0 


*) Wie man Jedes System algebraischer Differentialgleichungen auf diese „kano- 
nische“ Form zurückführen kann, lehrt Jacobi in den Abhandlungen: „De investigando 
ordine systematis differentialium vulgarium eujuseunque“ (Borchardts Journal, Bd. 64, 
S. 237) und „De aequationum differentialium systemate non normali ad formam nor- 
malem revocanda“ (Vorlesungen über Dynamik, Anhang, S. 55). 


ur 
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nach d,, aufgelöst eine endliche, einfache Wurzel hat, und nimmt diese für 
b,.. so lassen sich, wenn man die Ausdrücke auf der Linken der Glei- 
ehungen (5.), (6.) nach Potenzen von 2—a entwickelt, die Coefficienten der 
einzelnen Potenzen gleich Null setzt, die Grössen 

ii a, 

na en 


b,, ’ b.2. 


in eindeutiger Weise so bestimmen, dass den Gleichungen (5.), (6.) formell 





genügt wird. 

Dann sind aber auch die so sich ergebenden »-+1 Reihen (7. 
stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wenn man 
x auf diesen Bezirk beschränkt, ein System von »#-++-1 Functionen dar, 
welche die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befriedigen. 

Aus demselben entspringt dann ein System (eindeutiger oder mehr- 
deutiger) analytischer Funetionen von der Beschaffenheit, dass je »+1 zu- 
sammengehörige reguläre Zweige derselben die Gleichungen (5.), (6.) eben- 
falls befriedigen. 

Umgekehrt, wenn ein System von n-+1 analytischen Functionen 
die Gleichungen (5.), (6.), nicht aber zugleich die Gleichung 

O6 (X, Ya: Yır +++ Yn) 
0%, 
befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht eine singuläre Lösung des Systems 
von partiellen Differentialgleichungen bildet), so lässt sich, wofern man 
specielle Werthe von a ausnimmt, jedes System zusammengehöriger 
Elemente *) dieser Functionen durch Reihen, welche in der beschriebenen 
Weise gebildet sind, ausdrücken. 

Die singulären Lösungen erhält man aber, indem man die vorge- 

legten Gleichungen (5.), (6.) mit der Gleichung 

OEL; Yun Yyr ++ Ye) 

°Y, 
combinirt. 

Diese Sätze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich den Vor- 
lesungen des Herrn Weierstrass, meines verehrten Lehrers. In der vor- 


*) Vgl. $. III. im Anfang. 
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liegenden Arbeit habe ich mich nun mit der Aufgabe beschäftigt, zu unter- 
suchen, ob und in wie weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen, 
wo zur Bestimmung analytischer Funetionen mehrerer Veränderlichen par- 
tielle algebraische Differentialgleichungen gegeben sind. 


$. 1. 

Ich betrachte zunächst das nachstehende System von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen, in denen x, &,, ... x, unabhängige Veränderliche und 
ir ++ fu zu bestimmende Funetionen derselben bedeuten, während die 
GH (Pıy +++ Pu) gegebene, in der Form gewöhnlicher, innerhalb eines gewissen 
Bereiches eonvergirender Potenzreihen dargestellte Funetionen von 9, ... @, 
sein sollen: 


og, Be, ‚ 03 Ä wi) \ Op 
: u y v G‘ ) | ( a (pP 4 ..— > S G‘ ) ( Io oo.» ( “ 
dr un 1,P\ fı Pr Or, j 1 a pP pi Pi OL, 
f 
(1.) . . . . 


u =. alpin Pu) e uch 3; Ga (Pıy ++. Pr = 
Um mich kürzer ausdrücken zu können, will ich im Folgenden unter 
einer Potenzreihe mehrerer Veränderlichen (x, x,,... x,) stets eine solche 
verstehen, die nur ganze und positive Potenzen dieser Grössen enthält. 
Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Sätze: 

A. Sind 


Ben 2 ren 
» willkürlich angenommene Potenzreihen, welche einen gemeinschaftlichen. 
wenn auch beschränkten Convergenzbezirk besitzen, und an der Stelle 
wer sed... 2, =0 
sämmtlich verschwinden, — so giebt es » bestimmte Potenzreihen von 
(7,2,,...2,), welche für e=0 beziehlich in 


p (2, ... 2.) as . . . pr. ... ze.) () 


übergehen und, für @,, ... p, in die vorgelegten Differentialgleichungen 
eingesetzt, (denselben formell genügen. 

B. Diese » Reihen sind sämmtlich in einem gewissen Bereiche un- 
bedingt eonvergent und stellen Funetionen dar, welche die Differential- 
sleichungen (1.) wirklich befriedigen. 
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Setzt man in die Gleichungen (1.) für @,,... 9, Reihen von der Form 


a’ 
y!? 


.s 
p, er p(E, ... Ltr plan, ... TC.) 


v 


A“ 
9 = Pla... Ltr plan, ee a 


ein, so erhält man, indem man die Ausdrücke auf beiden Seiten in jeder 
Gleichung nach Potenzen von x entwickelt, zunächst 


. \ Opa. 09 
— D,G00/ “z ro f30 
p(Xı. ... T,)ıı =} 1,8 $ıos . . Po) d =? Gr (Pıos -- . 0) 2 
pp \ - og 
f Kae (n) > Yn TB, 
IT. ... 2.) —— 3; G\“ 3(Pıo, ... P,0)- or, 1 —e.+ n B@ pin, - .. Pr) 5 b) 


und alsdann jede der Funetionen 
le er 6 irre 
ausgedrückt als ganze rationale Funetion einer gewissen Anzahl der Ab- 
leitungen von 10, ++: nn nach &,, ... x,, deren Coefficienten Potenzreihen 
VON Por » ++ nu Sind. Dabei ist zu bemerken, dass jeder Coeffieient der 
letzteren aus einer endlichen Anzahl von den Coefficienten der Ausdrücke 
G%} bloss durch Addition und Multiplication zusammengesetzt wird. 
Ist nun 


f 7 
en 
p (2, so. 2,)ıw IE = Yin... 2 


ry! er 
| v=0..%, . 9, =0..% 
BI er er a re 


A 
Play. Lo = Me ei), 
v=V..80, ..9,—=0..%0 


und setzt man 


Vy 
Y 
TC; 


€ f ö } ) Pr 
(3.) PX. — Ep, G „I u) (@=1,...n), 
r» 
v=0..%, .. 9% =0...00 
so ergiebt sich jede der Grössen 
(a) al 
nt; = 1, ... n) 


als eine ganze rationale Funetion einer endlichen Anzahl der Grössen 


A ‚& — 1. ... n) 








u 
“ 
H 
IR. 
\ 
38 
11 
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und der Coefficienten der 


v( 

G3(Qı; a 6 
und es werden dann die gegebenen Differentialgleichungen formell befriedigt, 
wenn man 


ga 
j nn 4 \ 
q = E(y (71, ... KT, ‚a,u ), 


‘ s—=0...%0 . 
(4.) } ET...) 
Re 0°. RE Di 
Us dr u ! u ! u, ! 
\ 


n==0..00, #, =0.. 00, ... fr =0...00 
setzt. 
Um nun zu beweisen, dass diese Reihen sämmtlich innerhalb eines 
bestimmten Bezirks unbedingt convergent sind, ersetze ich das vorgelegte 
System von Differentialgleichungen durch ein anderes von derselben Form: 


oWw, GG) / vr GV Op 
\ 02 B7T, 1 Wiyer Wu) = 2 vb +250 Pin ++ Win) Ox, ’ 
(5) 
Ow, Y ; 9ys 
a n ß y (n) Mm 
x - 3,6) (Wyer v.)., hd 2.2 +2,00 W, ver WW) ön ; 


in welchem in jeder der Reihen @% Rn w,„) jeder einzelne Coefficient 
positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden Coeffhi- 
cienten in @%%(w,...%,) ist. Zugleich nehme ich an Stelle jeder der Reihen 
(a...) (e=l,...n) eine andere w(z,,...x,)., an, in der ebenfalls 
jeder einzelne Üoefficient positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag 
des entsprechenden Coefficienten in p (21, ... %,).0 ist. Wenn alsdann 


‚(@) 
Mylysufd, 


den Ausdruck bezeichnet, der jetzt an die Stelle von 


(«) 


f [2 „Uynukly 


tritt, so erhellt aus dem, was über die Zusammensetzung des letzteren aus 
den Coefficienten der Reihen G‘z und w,, gesagt ist, dass der erstere positiv 
und nicht kleiner .als der absolute Betrag des anderen sein wird. Kann 
man also von den Reihen w,, ... w,, wo 


a: = ( (e) zu uhr 1 
12) — w r . nn ) (a — n) 
“ u,u ' ’ \ TR 
» u! u,! 


u ne + 4, —0...%0 
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ist, beweisen, dass sie sämmtlich innerhalb eines bestimmten Bezirkes con- 
vergent sind, so steht dasselbe für die Reihen g,. ... p, fest. 

Dieses vorausgesetzt, werde, wie es immer möglich ist, eine positive 
(srösse g so angenommen, dass sämmtliche Reihen @% (9,,... Y,) convergiren, 
wenn 

PEEEETRETEEN 
gesetzt wird: dann kann man eine zweite, ebenfalls positive Grösse @ so 
annehmen, dass aus dem Bruche 

(G 
_MtWtnten’ 
I 

wenn derselbe nach steigenden Potenzen von w,,... ıv, entwickelt wird, eine 
eihe @(w,,... w,) entspringt, in welcher jeder einzelne Coefficient positiv und 
grösser als der absolute Betrag des entsprechenden Coeffieienten in jeder 
der Reihen @}(y1, +-. 9.) I8t. 

Ebenso kann man zwei positive Grössen g’ und 0 so wählen, dass 
in der Reihe, welche aus der Entwickelung des Bruches 

ga, +2,+--+2,) 
4 BERFITR 
0 
nach steigenden Potenzen von &,,...z, hervorgeht und die mit w(a,,... 2), 
bezeichnet werden möge, jeder Coefficient positiv und grösser als der ab- 
solute Betrag des entsprechenden Coeffieienten in jeder der Reihen 
ihn +5, Mr 
wird. 
Werden dann in dem System (5.) sämmtliche Reihen 
Gy... ww) = Gl... W,) 
angenommen, und wird zugleich festgesetzt, dass für 2=0 jede der 
Kunetionen w, in 
VL, o.. L,)0 
übergehen soll, so sind die eben angegebenen Bedingungen erfüllt, und es 
braucht also nur bewiesen zu werden, dass die so definirten Reihen w,,... w, 
innerhalb eines gewissen Bezirks convergent sind. 


Unter den gemachten Voraussetzungen werden aber die sämmtlichen 


leihen w,,...ır, einander gleich und Funetionen bloss von z und von 


gern Bean, 
0 z 
= 





a 
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Das System (5.) redueirt sich also, wenn man 


- WW, RN E 
[7 1 a. rw, . y — ct + rz 
9 0 
setzt, so dass y, =) w wird (für @=1..n), auf die einzige partielle Diffe- 
rentialgleichung 
/ aw a oO 
6.) a 
wo a eine positive Constante bedeutet. 
Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufügen, dass für x = 0) 
by 
1—y 
übergehen soll, wo 5 ebenfalls eine Constante bezeichnet. 


v in 


Die Gleichung (6.) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Grössen 
yv und (l—y)y-+az eine Relation besteht. Diese wird aber durch die Fest- 


“on 0 ans 
stellung, dass y für e=0 in ne übergehen soll, eine völlig bestimmte; 


und es ergiebt sich zwischen y, x, y die Gleichung 


1l-w)y+taxr = w, 


by ' 
woraus mau 


v— 1— 1—b)y— ar — yA— i+b)y—ar)’— daba 
2(1—y) 
erhält, mit der Bedingung, dass bei der Entwiekelung dieses Ausdruckes 
nach Potenzen von x, y das Anfangsglied in der Entwiekelung der Quadrat- 
wurzel 1 sei. 

Die so sich ergebende Potenzreihe von x, y hat nun einen bestimmten 
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Coefficienten durchweg positiv, 
wie man sofort sieht, wenn man die Entwickelung von w nach der im Vor- 
stehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Es wird daher auch die 
Potenzreihe von (2, z,.... z,), in welche w durch die Substitution 

2 +. +7, 
4 
übergeht, einen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Für jedes innerhalb 
dieses Bezirkes enthaltene Werthsystem (z, x,,... x.) sind dann sicher auch 


y- 


die Reihen Y,,...Y, sämmtlich unbedingt eonvergent. Dieseiben besitzen 
also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, wenn 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 2 
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man die Veränderlichen (z, &,,...x,) auf einen innerhalb desselben liegen- 
den Bereich in der Art beschränkt, dass für jedes in dem letzteren ent- 
haltene Werthsystem (z, &,,...x,) das System der zugehörigen Werthe von 
(Pi,...,) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen @\%} ange- 
hört, Functionen von (z, 7,,...x,) dar, welche die gegebene Differential- 
gleichungen befriedigen und zugleich für e= 0 in 


Plans r)anı > - » - Plz Bun 
übergehen; w. z. b. w. 

Zusätze: 

A) Es ist angenommen worden, dass @(2,,... Z,)ıus +++ P(Xı13 +-- 2 )no 
sämmtlich verschwinden, wenn jede der Grössen (z, z,,...x2,) den Werth 
Null erhält. Die entwickelten Sätze behalten aber ihre Gültigkeit, wenn 
nur die Funetionen Y,. So angenommen werden, dass das Werthsystem 


(0...0),0. ... p(0...0),0 


dem gemeinschaftlichen Convergenzbereich der Reihen @%} angehört, wie 

aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man 
p-PNI.0),5 + mp... On 

als die zu bestimmenden Functionen einführt. 

B) Es bleiben ferner alle Sätze bestehen, wenn an Stelle des be- 
trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegeben ist, in 
welchem sämmtliche Funetionen 6/3 (91, ... 9.) dieselbe Beschaffenheit haben, 
wie in jenem: 


= an + pr) 
| v— 1. »r, = 1...n 
\ 
C n n)f PR r 
e pr Z(lyı,..-6 pn) are )+ Gy (Pır ++: Pn)- 

v=—1...r, ß=1-.-n 
Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden Gleichungen noch 


eine neue 


0 _ 
0X Baia 


hinzufügt, mit der Festsetzung, dass für x = 0 


Yu = I 
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nn 


. > . QO . er 
sein soll, so dass man jedes der Glieder 65} mit #2 multiplieiren darf, 
1 


und auf diese Weise ein Gleichungs-System von der Form (1.) erhält. — 

C) Sodann behalten die in Rede stehenden Sätze ihre Gültigkeit auch 

dann, wenn in den Gleichungs-Systemen (1.) und (1°.) die Funetionen @%) 

sämmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat 
nur in diesem Falle das Werthsystem 

(0... -- «+  gPl0...0) 


so zu wählen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller 


n.! 


Zähler und Nenner angehört und keiner der Nenner verschwindet, wenn man 
p — p(0...0),0. Pu — (0... 0). 
setzt. 
Wenn nämlich diese Bedingungen erfüllt sind, so lassen sich die 
Funetionen @(), sämmtlich in Potenzreihen von 


r 


p—- Pl...) -:. Pm—PLl0...0) 


)n„ 
entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die ursprünglich vorausgesetzte 
Form gegeben wird. 

D) Wenn man nun beachtet, dass die durch das auseinandergesetzte 
Verfahren für g,, ... 9, Sich ergebenden Reihen vollständig bestimmt sind, dass 
sie den vorgelegten Differentialgleichungen genügen und für e=0 be- 
ziehlich in 

Bee 5 lan 
übergehen sollen, so ergiebt sich schliesslich, wenn man alles Vorstehende 
zusammenfasst, folgendes Resultat: 
Es sei gegeben ein System partieller Differentialgleichungen von 
der Form 


|’ (5... p) = = (a0, (Pıs er Pu, een + Gb lPır ++ Pu), 
(@=1--r,#=1---n) 
r.) A 
GE (ir «+: pn) > = (60, (p,--- DC  Pn)ı 
| (@ =1--.r,ß = 1---n) 
in denen die @%), und G@” sämmtlich Potenzreihen von Q,, ... 9, sind, und 


es seien auf irgend eine Weise » Potenzreihen von x, x, ... r, 


p(X, Lı,:-- T,); D . * 9.2, 8, 0. 8) 
».; 
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hergestellt, welche für @,. ... 9, gesetzt den Differentialgleichungen formell 
genügen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdrücke auf der linken 
und rechten Seite, wenn man sie nach Potenzen von z&, &ı, ... z, ent- 
wickelt, in den Coeffieienten der gleichstelligen Glieder übereinstimmen; so 
werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren 
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be- 
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfüllt sind: 
a) Es müssen die Reihen 
Od, 21,.-wl3 - + PO, ur se) 


einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen: 
b' es muss das Werthsystem 


a0, ER. 
innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Functionen 


“y)’ a vf a \ 
Ga .-- Ps G‘Y Yı; .... GP) 
enthalten sein: 


\ 


c) es darf keine der Functionen G'(g,,...g,) an der Stelle 
=90.D,, -»:: a=Rld...0),) 
verschwinden. 
Wenn insbesondere die @/}, 6 sämmtlich ganze Functionen oder 
beständig convergirende Reihen von 9, ... g, Sind, so ist die Bedingung 
b) von selbst erfüllt. 


Ss. 1. 

Ich nehme jetzt an, es sei zur Bestimmung einer Function 9 von 
r-+1 Veränderlichen (z. xz,,... z,) irgend eine algebraische partielle Diffe- 
ventialgleichung xt" Ordnung gegeben, und auf die Form 

a+a,+..ta 
(1. Ge, RE u 17T en .) = 0 
gebracht, wo @ eine ganze rationale Function von z, 2, ... &,, p und den- 
jenigen Ableitungen 
getan+..ta, p 
dar drk..drer 


in denen 


a+n++0,—<n 


ist, bedeutet. Dabei darf man voraussetzen, es sei diese Gleichung in dem 

















we 
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« 


Sinne irreduetibel, dass @ nicht das Product zweier Ausdrücke von der- 
selben Form ist. 


Es handelt sich darum, auf die allgemeinste Weise ein diese Diffe- 
rentialgleichung befriedigendes Functionenelement (in dem Sinne, wie Herr 
Weierstrass dies Wort gebraucht) 

p(z, %ı,... 2,4, Gı,...,) 


zu bestimmen, d.h. eine innerhalb eines bestimmten Bezirks convergente 
und der Differentialgleichung genügende Potenzreihe von 2—a, 2,—a,, ... 2,—a, 
wo a, @ı. ... a, Lonstanten bezeichnen. 


> 


Ich betrachte nun zunächst den Fall. den ich den normalen nennen 
will, wo von den Ableitungen 


o"p Oo" o"p 
OP? or" 
Oo" 
or" 
Dieses vorausgesetzt lässt sich zeigen, dass man eine der Differentialglei- 
chung genügende Reihe 


wenigstens eine, — ich will annehmen —- in @ wirklich vorkommt. 


(2— a) (2, —a,)°: (2, — a,)®r \ 


..» | 
‚u ! ' ' J 


IB, 2,.: 0, 8,8,..6,) = Z(b,. Ra 5 : 
N 2, 


I 


(@ —.()... 90, a = +... .. 4,2 VD... x) 


erhalten kann. in der. wenn man sie auf die Form 


or (v) 


f \v 
3 :  (z—a 
SI, Y(E, ..-%, 5...) £ 
ı) 


13 


y! 


(v) 
bringt, von den Funetionen $(2ı....7,4,....a,) die » ersten 


(0) (n—1) 
JE Tepe a7 Paper 9 PD (Bıronı Ber so @,) 


im Allgemeinen willkürlich angenommen werden können, die übrigen dann 
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden. 

Setzt man die für g angenommene Reihe in den Ausdruck auf der 
Linken der Gleichung (1.) ein. und entwickelt denselben nach Potenzen 
von 2—4d, %—4. ... 2,—a,, so muss zunächst das constante Glied ver- 
schwinden, d. h. es muss 


2 A.) 


Rd, 


sein. 


Ich bezeichne ferner zur Abkürzung 
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artat. tar plz, Ts ... r,\a, Aa, ... 4.) 
o2° 2%... Oxer 





mit P,.,.., und 
(v) 
PlEryer Elise: Q,, 


‘ 


) 
bloss mit 9%. Dann wird für e=a 


_ (e) 
oO +.. ta, p 


Or%...O0%r 





Paa..., gleich 


Entwickelt man nun 


G(z, Is... T,, p, .. Pa... u .) 


nach Potenzen von zr—a, so wird der Coeffieient von (z—a)' eine ganze 
Function von 4 deren Coeffieienten ausser den Veränderlichen &,. ... z, nur 
die Functionen u 4 ae und deren Ableitungen nach (z,,...x,) ent- 
halten. und es muss Pr so bestimmt werden, dass diese Funetion, welche 


(nr) (n) 
mit G,(p) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich eine Potenzreihe 


von 2%, —@. ... z,—a, wird. Dies ist aber immer, und zwar nur auf eine 
einzige Weise, möglich, wenn man a, a,, ... a, und diejenigen Grössen 


b . 


RO ze 3 
in denen 
ot+nt+ ta, n a<n 


yeı. 


endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der Gleichung ist, ergiebt. Diese 
Bedingung als erfüllt vorausgesetzt, sind die Reihen 


(0) (1) (n—1) 


pP, P ....9 
im Uebrigen willkürlich, jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz- 
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Üoefficienten der Reihe 


(n) 


P; 


die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden rational 


aus den Üoefficienten der vorstehenden und aus 5,, , zusammengesetzt; es 


(n) 
giebt also so viel verschiedene Functionen Y, als verschiedene Werthe von 


b,...., die einfache Wurzeln der Gleichung (2.) sind, existiren. 


PEERSAT R  Sr7 SU BEEEE 
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Differentirt man ferner den Ausdruck G@, als Function von x be- 
trachtet, so hat die Ate Ableitung desselben die Form 


© ort Ip 
G (Pr...) Oarti +Hı(z, &ı,... 2,5 P5 ++. Paa,..a,**)) 


) DL 2E27 27 ) 
in welchen 
+0, ++ a,—_n+tA, a n-+ı 


fi 
. . z—dä . as y . 
ist. Der Coefficient von Far in der erwähnten Entwickelung von @ 
hat also die Form 

ER) 

f 

G,(p) p-+H,,. 

wo G, und H,, diejenigen Functionen von &,, ... z, bezeichnen, in welche 


G' und H, dadurch übergehen, dass man e=a und 


= (a) 

o%+ + Ur op 

Pao.a....a, äss, Aus, 
ı ..» r 


setzt. 


Dieser Coefficient muss nun gleich Null sein, und da sich, weil 
r (n) Y \ . 
G,(y) an der Stelle (©, =a,,...2,=a,) nicht verschwindet, 


| 
wm 
GP) 
in eine Potenzreihe von 1 —@,, ... z,—a, entwickeln lässt, so ergiebt 
a (n+/) h r 
sich g als Potenzreihe von &—q,, ... z,—a,, welche völlig bestimmt 
ist, sobald 
(0) (1) (n+4—1) 
U De y 


j | j (0) 0) (n—1) 
es sind. Daraus folgt, dass sich, wenn man a, a, ...4,9, 9, ... 9 


den obigen Bedingungen gemäss annimmt, darauf nach Fixirung des 


(r) 
Coeffieienten b,, , zunächst g und dann 


(r+1)  (n+?2) 


Pp; P 


so bestimmen lassen, und zwar nur auf eine einzige Weise, wie es er- 
forderlich ist, wenn der Ausdruck 
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VB Ä (2 — a)’ 
= ZYp(E, ...T%,, A, 2. a,) og! 





der vorgelegten Differentialgleichung formell genügen soll. 

Um nun zu beweisen, dass p ein Element einer diese Gleichung be- 
friedigenden analytischen Funetion von &, x, ... x, darstellt, hat man zu 
zeigen, dass sie innerhalb eines gewissen Bezirks convergirt. 

Dies geschieht in folgender Weise: 

Ich setze 


3.) z=atu, z=at+tu, ... %z=aH-tu, 
und bezeichne, unter g jetzt die Potenzreihe von , «,, ... a, verstehend, in 
welche p(z, &,... 2%, 4, @,,...a,) durch diese Substitution übergeht, 
op or p 
» ante 


beziehlich mit 
Pr Pr > Pam 
sowie die übrigen Ableitungen 


in denen +0, ++,» ist, in irgend einer Ordnung genommen mit 


- RE 77 
Dann hat man 





6, 
/ _ — pı. 
\ ou | 
(4.) eics 
Op l 
du Pr 
Ferner kann man, wenn 4 >(, 
(5.) IPnti _ Pu 
Ki ou ou, 
setzen, wo u eine der Zahlen 1...s, und v eine der Zahlen 1...r ist. (Ist 
nämlich 9,;2 = Pe,,..a,; 50 ist mindestens eine der Zahlen &,, ... «,, z. B. 
a, von Null verschieden, und man hat dann ! 
Omi u Ofe+,0...0,—,..a, ö 
ou e ou, ’ ’ 
und &8 It Prrıa..a,—i,.., eine der Grössen u, Pr ++: P,). 


Bezeichnet man ferner, unter @ wie vorhin den Ausdruck auf der 








h 
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linken Seite der Gleichung (1.) verstehend, dessen partielle Ableitungen in 


Beziehung auf x, 0, $ı, g, respective mit 


HE, po). Rp). GP) 


so hat man 


17... 1 OPn 
G (pn) ou 


' ' 7 0 N/ ) Nn— N/ oO n+ WW, 6) 8 
— —IG(z)+@(p,) ++ (pu) nt +G(p,;1)- = ++ @'(p,) 7 \ 
also 


i oO " sn . oO . n—1 . e 
(6.)  @lp) a = — Si (G (Prn+3) ng ) bi 7 (pp) ae). 


Endlich ist 


Or OX. OL; 
(7.) rn = 1. n\ (0. . . . zur; = (), 
ou ou ou 


Die Gleichungen (4.), (9.), (6.). (7.) bilden nun für die Grössen £, &,, ... £,, Po. 
ix --- 9,, welche sämmtlich Potenzreihen von u, ,. u, sind, ein System 
partieller Differentialgleichungen von der in $. I, Zusatz D) betrachteten Form. 
Da sie nun überdies den dort unter a) und e) angegebenen Bedingungen 
genügen, so ist damit festgestellt, dass sie sämmtlich innerhalb eines be- 
stimmten Bezirks eonvergiren. 

Jede auf die angegebene Weise hergestellte Potenzreihe 

PR, Eı....2, Q,q,... 4,) 
ist also wirklich ein Element einer die vorgelegte Differentialgleichung 
befriedigenden analytischen Function. 

Es ist jetzt noch zu untersuchen, ob man umgekehrt auch für jede 
der vorgelegten Differentialgleichung genügende analytische Function 
ein sie definirendes Element durch das auseinandergesetzte Verfahren er- 
halten kann. 

Es sei 


f a& f \a 

\T zo a) (2, — a, ze ze Tr 4, Zu 
Ar a X \ a, 
H (* s 


PX, ,:.. 


c,) — 2 bau... 


0... 


ein beliebiges Element einer solehen Function, so bestehen für dasselbe, 
wenn die obigen Bezeichnungen beibehalten werden, die Gleichungen: 


(nr) f 
G,(p) = Ö, 
(n) (n+4) 


G,(p) f + H,, = (). 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 
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‘Wenn nun b,, „ nicht eine mehrfache Wurzel der Gleichung 
G(a, d,. ... d,, en», ... ARE ... b,o v) m Ü 


(n} 


ist, so sind durch diese Gleichungen und die Bedingung, dass y an der Stelle 
(2 =@,....2,=a,) den Werth b,.., haben soll, 

(n) (n+1) (n+?2) 

99 
vollständig bestimmt. 

Nun besitzt aber die Function stets unendlich viele Elemente, für 
welche b,,.. eine einfache Wurzel der ebengenannten Gleichung ist, wofern 
die Function nicht eine sogenannte singuläre Lösung der Differentialgleichung 
ist, d.h. ausser dieser auch der Gleichung 

(2) = 0 


dar 





genügt. Damit ist bewiesen: 
Ist g irgend eine der vorgelegten Differentialgleichung, aber nicht 
auch der Gleichung 
oO" N 
(29) =0 
or" 
senügende analytische Function, so lässt sich jedes Element 
PR, Eı,... 2,4, 4,,...,) 
. R fin - ® ( co" p 2 @ u Su ae 
(dlerselben, für welches @ Zn) an der Stelle @e=a, 2, =4,...2,=a,) 
einen von Nuil verschiedenen Werth hat, durch das im Vorstehenden ent- 
wickelte Verfahren bestimmen. 
In dem Falle aber, wo g eine singuläre Lösung der Differential- 
gleichung ist, erhält man für sie durch die Combination der beiden Gleichungen 


' a” p 


or" 


entweder eine algebraische Gleichung oder eine partielle Differentialglei- 


LZ 


G=0, @G = V 


chung, der sie als nicht singuläre Lösung genügt. 


$. III. 

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung nicht die normale Form 
hat, so kann man ihr dieselbe doch stets dadurch geben, dass man an 
Stelle der Grössen z, £,, ... x, ebenso viele lineare Functionen derselben 
(Y; Yı,-..4,) als Argumente von % einführt. 

















ir 
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Setzt man nämlich 


y=b +cx +02 ++e,z, 
y=b +02 +00 +-+c,2, 


y, = bb" +" cs+l’ m + te z,, 


wo die 5, ce Constanten bezeichnen, welche der Bedingung unterworfen sind, 
dass die Determinante 


2 C, C, 

| ! ! ' 

| C, C,. C, 

| (r) (r) (r) | 
C . C “ . . . C; 


nicht gleich Null sein darf, so verwandelt sich der Ausdruck 


BE irre er a ar) 


in einen anderen von derselben Form 


oP HAL+..A4 Pr p 


Ba A Ber: 7" 7:77. 70:7 uni 
in welchem ebenso wie in @ nur Ableitungen von nicht höherer als der 
„'en Ordnung vorkommen; und es lässt sich zeigen, dass derselbe im All- 
gemeinen, d.h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten e, €, ... € 
ausschliesst, die Ableitung 


’ 


oO” 
oy" 
wirklich enthält. 
Davon überzeugt man sich am leichtesten auf folgende Weise. 
Man hat, wenn man mit 


Va,a,,.a? Para”.a” u. 8. W. 


l r 
die in @ vorkommenden Ableitungen der „tea Ordnung bezeichnet, 


0G 
GE rt 


| 
“ - h 

: Par +1,a”,..a 
, 


wo @,, @,, ... @, nur Ableitungen von niedrigerer als der (»-+1)!er Ord- 


nung enthalten. Nun ist aber 
3° 





en ee 6 
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‚ ‚, An+l 
a SUPER 72 Oyr+' Pr. 


l 


) ’ ’ 
f «e+la, ..a 
Ha), „a, 


Pal 


a” ” on4 Hip 
ı 
C .. 6, oyır +.» 


Par4 1,0 2. 
etc. 
wo die weggelassenen Glieder nur solche Ableitungen 
oP+Rı+--+P, p 
ayfoyf: ...OyPr 


enthalten, in denen + Pr + ++ß,=n+1, aber ?<n+1 ist. Man hat also 


16 E ’ ort! 
= = (Get +6, He .er+.-.) en; 


wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab- 
leitungen von nach Z, £, ... x, in Ableitungen nach y, Yı, -.. %, Ver- 





+...  etc., 


5 
wandelt worden, - - i. nicht vorkommt. 


Wählt man nun die Constanten ce, c,, ... c, 80, dass der Coefficient 


O" +1 2 A . 
von an in der vorstehenden Gleichung, als Function von &, &,... &,,- 


Paa,..a,, ;;. betrachtet, nicht identisch verschwindet — was nur für specielle 
Werthsysteme der c, ©, ... c, eintreten kann — so wird derselbe auch 
nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Veränderlichen 
T, 2, ... 2, die Y, Yı, ... y, einführt und die Ableitungen Y,.,.., In Ab- 
leitungen von g nach y, Yı, ... y, verwandelt; und es kommt also die 
Ableitung a wirklich vor. Es ist aber 


0G n 0G Ä 0G 
Aa a er ’ 


0@ . e e s 
und es kann daher dr, uf die angegebene Weise transformirt, die Ab- 


ort Ip 


leitung - dr Mur dann enthalten, wenn in @ die Ableitung Fr vorkommt. 


Nimmt man insbesondere 


y=rT—-a—a (m —-a)— "—c,(T,—a,) 
Yı = LI 
Y, = TI, —4,, 


so sieht man, dass bei gehöriger Wahl von ce, ...e, sich stets nach 
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Potenzen von 


\ 


0-60 (8, —a)—''—C, \I,4,), TI, —4,. u... T,—6G, 


entwiekeln lässt, und dass man diejenigen Functionen, in welche 


°p ip 
G, Or b) or"! 
für | | 
z = a+c(%—-4a)+'+0,(8,—4,) 
übergehen, als Potenzreihen von 5,—4, ... 2, — 4, im Allgemeinen will- 


kürlich nehmen kann. 

Die im Vorstehenden beschriebene Umformung der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung könnte in dem Falle unnöthig erscheinen, wenn in dieser 
Gleichung zwar nicht die n!* Ableitung von y nach x, aber doch eine 


Om h “ a: Eur 
andere Sn (wo m<Zn, aber 0) vorkommt, und überdies in den übrigen 


Ableitungen 
detat..tarp 
02° 02% ...Or%ı 
a<m Ist. 
Denn nimmt man wie oben 
= Zola,, MS TEE © er 


an, und entwickelt den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung nach 
Potenzen von 2—a, so erhält man zunächst eine Gleichung zwischen 

() © (m) 

9%, % -:-.. 9 


und einer gewissen Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Funectionen 


(0) () (m—1) 
nach &,, ... z,. Nimmt man dann die Reihen g, y, ... g willkürlich 


an, doch so, dass die Gleichung, in welche die ebengenannte übergeht, 
(m) 
wenn man 2,=4,,...x2,=a, setzt, nach % aufgelöst, eine endliche, einfache 
(m) 
Wurzel hat, so kann man % als Potenzreihe von &,—a,, ... 2,—a, so be- 


stimmen, dass sie die erstere Gleichung befriedigt und für &=a,,..x2,=a, 
in jene Wurzel übergeht. 

Die übrigen Üoefficienten der genannten Entwickelung liefern so- 
dann zur Berechnung der übrigen Funetionen 


(m+») 
f N 
u TyeeX,iAıyee a,) 





an nn en Dun nn nn a mn 


miete ET ÜE E ereeen 


nenne en nern gb 





22 S. v. Kowalevsky, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 8 


die erforderlichen Gleichungen, durch welche sie sämmtlich, und zwar ein- 
deutig, bestimmt werden. 
Man erhält so, ganz in der oben auseinandergesetzten Weise, eine 
Potenzreihe | 
p(z, %ı,...%, 0,0 ,...4,), 
welche für 9 gesetzt die gegebene Differentialgleichung formell befriedigt. 


Aber ich habe bemerkt, dass wenn diese Reihe convergent sein soll, 
(0) (m—1) 
die Funetionen , ... 9 nicht willkürlich angenommen werden können, 


sondern solchen Beschränkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen 
sagen kann, die Reihe 


pr, Lıs ... x,|q, Ad,, ..o. a,) 


eonvergire an keiner Stelle (z, x,,...x,), wie nahe man dieselbe auch der 
Stelle (a, a,,...a,) annehmen kann. 
Ich begnüge mich aber hier dies an einem Beispiel nachzuweisen. 
Es sei die Differentialgleichung 


y _ Ip 
(07 u > 1715 
gegeben. Wenn gu(y|b) irgend eine Potenzreihe von y—b ist, so genügt 
die Reihe 
», d”’gp,(yb) (x —.a)” 


0 ri dy®r v! 
dieser Differentialgleichung formell, und geht für e=a in y,(y|b) über, sie 
besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von gYu(y\b) einen Con- 
vergenzbezirk, während im Allgemeinen sie für kein Werthsystem (x, y) 
eine bestimmte, endliche Summe hat. 
Es sei zB a=0,b=V(0, 
1 
f \ 
plyib) = —: 
| po\y 9, "gie y j 
Dann ist 
ep n! 
. A: 
und die obige Reihe geht in 
» 2y! x” 
an A—yrtt 





über, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch 
T, y angenommen werden. 
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.— 






Um allgemein zu zeigen, welche Bedingung die Function g,(y|b) 
erfüllen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes 
Element y(z, yla, b), das für e=a in yu(y b) übergeht, existire, bemerke 
ich. dass die Differentialgleichung in Beziehung auf die Veränderliche y 
die normale Form hat; wenn man daher zwei Functionen 

(U) (1) 

yiza), Yylza) 
willkürlich annimmt, so kann man g(z,yia, b) nach dem Vorhergehenden 
so bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge- 
nügt und für y= b 


(U) 
yla,ya,b) n y(za) 
und 
Op(x,y a,b i (1) 
ve 5 y(z a) 
oy 
übergeht. Und zwar erhält man. da in diesem Falle 
(2) (V) 
2 ’ Oo(x a 
y(x a) nur den einen Werth Y ui. 
hat, 
r m b) (1) ) RN 
re. or (za (y—b)” x Oo za ( 2» + 
2, - ai: 3 ) Yy — +5, ya u er J _ 
0 ox’ (2v)! ' or (2v 41)! 


als den allgemeinsten Ausdruck von Y(z,y a,b). 


Ist nun 
(0) & 
ylza) = Sıc,0—a)’ 
und 
(1) & 
y(za) = Sıe,(2-a), 


so ergiebt sich 


yv\ y\ 
f en / 23 RP ln 27 +1 
po\y b) =g\a,yia, b) = S, SL e,Yy- b) +3, (29 +1)! c,Y b) ' 
Bezeichnet man nun mit o eine positive Grösse, die kleiner ist als 
()) (4) 


der Radius des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Reihen y, %, und 
die absoluten Beträge von e,, e, mit c,|, ec, , so lässt sich eine positive 
Grüsse g so angeben, dass für jeden Werth von v 


6, <ge”, je, <ge” 











24 S. v. Kowalevsky, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 





Es muss also 9,(y|b) so gewählt werden, dass für zwei bestimmte Grössen g, E 
dem absoluten Betrage nach 





















v! 


der Ooefficient von (y—b)” kleiner ist als a9; 
u v! er R 
» u u. (y — b)’ . ® .. , (2v) 1 90 . 


Daraus folgt, dass die Reihe 


d’’Q, (y\b) (x au a)” 
+ "1 Bu 





niemals convergent ist, wie klein man auch c—a, y—b annehmen möge, 
wenn die Reihe 9,(y|b) nur einen beschränkten Convergenzbezirk besitzt. 
Aber auch wenn g,/y|b) eine beständig convergirende Reihe ist, kann die 
vorstehende Reihe beständig divergent sein. Dies ist z. B. der Fall, 
wenn man 


a 

(v4 
annimmt, weil dann die eben angegebenen Bedingungen für die Coefficienten 
der Reihe Y,(y|b) nicht erfüllt sind. 


p,(y\b) 3, 


$. IV. 
Ich gehe jetzt zu dem Fall über, wo zur Bestimmung von m 
Funetionen @,, ... p, von r-+1 Veränderlichen (z, z,....x,) ein System 


von m algebraischen partiellen Differentialgleichungen gegeben ist, welches 
in Beziehung auf p, von der n,!°® Ordnung sein möge. Ich setze dabei 
voraus, dass dasselbe die normale Form habe, d.h. dass in demselben die 
Ableitungen 


Oo” p, Om Pin 


oarı ’ Ox" m 
wirklich vorkommen, und dass es, wenn man diese Grössen als die Unbe- 
kannten, die übrigen in ihm vorkommenden aber als willkürlich gegebene 
betrachtet, auflösbar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemen 
der genannten Grössen liefere. 

Der ersten Bedingung ist, wenn sie nicht von selbst erfüllt sein sollte, 
stets durch eine lineare Transformation der unabhängigen Veränderlichen 
in der im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weise zu genügen. 
Was dagegen die zweite Bedingung angeht, so bleibt allerdings noch 


= 
K 
E 

{ 
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»® zu untersuchen, ob ein Gleichungssystem von nicht normaler Form stets 
durch ein ähnliches Verfahren, wie es Jacobi bei einem System gewöhn- 
>  lieher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zurückgeführt 
" werden könne, worauf ich aber hier nieht eingehen kann. 
! Dieses vorausgeschickt, bringe ich das vorgelegte Gleichungssystem 
folgendermassen auf eine „ :anonische“ Gestalt: 
Man kann, um die Grössen 
Q" p, Oo” m P, 
or" " Or" 
ge, . } ( m N I li r . le var } ö n GH „2 .] . 
tzt durch &, 2, --- 2%, Pi, ++. 9, und die in den gegebenen Gleichungen 
die > enthaltenen Ableitungen von 9,. ... , auszudrücken, eine lineare Function 
all " der ersteren 
’ = ef o”p, 4 ' C "m Pr 
pi ar 2 or" b “m or"m 
wo €,. -.. c,„ willkürlich anzunehmende Uonstanten bezeichnen. als unbe- 
kannte Grösse einführen. Man erhält dann für g, eine algebraische Gleichung 
en 
G = 0, 
wo ® eine ganze Function von g,, deren Coeffieienten ganze und rationale 
Funetionen der als bekannt angenommenen Grössen sind. bezeichnet. 
/ Es sei @ ein unzerlegbarer Theiler von ©. so entspricht jedem 
m a | 
Werthe von g,, welcher der Gleichung 
em 
G= 0 
bei genügt, ein Werthsystem der unbekannten Ableitungen: 
die op, . G, OP, FC G, 
Or" TE G' I s or" e; (' 
wo 
0G : 9G 
| =. , G,=-— 
x r op, oc, 
be- i Ist. 
ene : Es werden daher die gegebenen Gleichungen ersetzt durch eine ge- 


1en - wisse Anzahl von Gleichungssystemen der Form 
i 


G\ Pu) _- 0, 


lte | N, 
h | er ze = A, 
le 
» ! O"'m pP, 
och (r & i - G,; 





oa" 
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wo die sämmtlichen @, wenn man 


Mit P,.o.o,..., Dezeichnet, ganze rationale Funetionen von 2, 2, ... &, und 
denjenigen Grössen 
Y;;a,0....a, 
sind, in denen — für den jedesmal betrachteten Werth von A — 
o+a+-+a,<n, a<m 
ist. 

Es handelt sich nun darum, m-+1 Funetionen-Elemente 
Ypo(L, Er. 0,4, ,), Pl, Ei, A), Pl, Er |,0h,.,) 
auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass dieselben für , 1, --- 

gesetzt, die Gleichungen (1.) befriedigen. 
Man setze, unter A eine der Zahlen 0, 1, ... m verstehend, 


EEE BE et) 
\ /. @,@,.., a! a! a,! 
A («=0...x, a =0..%, ... &,=0...o0) 
= («) f h (T— a)* 
| rn ZuPı Bye Bye) 5 


die Constanten a, a, ... a, und sämmtliche Coefficienten 5b), ., vor- 

läufig ganz unbestimmt lassend, und entwickele den Ausdruck @ nach 

Potenzen von 2—d4, & —4, ... 2,—a,; so erhält man das constante Glied 

dieser Entwickeiung, das mit @ bezeichnet werden möge, wenn man in @ 
Be er BE ee Fa, Mas 


(1) ne, 
wi.” füı Pi:a,a,...a 


7 r 


und 
bin... für 
setzt. Dann muss, wenn die Gleichungen (1.) befriedigt werden sollen, 
zunächst 
G=V0 
sein. Diese Gleichung dient dazu, um bi), durch die eben genannten 


sr... 


Grössen auszudrücken. Die letzteren müssen also so gewählt werden, dass 


in dem Ausdrucke @ die zu bestimmende Grösse 5?) „ wirklich vorkommt. 


yo. 


Entwickelt man ferner @ nach Potenzen von z—a, so wird der 








A; 


$ abet 3 u ag ee 
Nee Br PR ORERERE BL en 2 2 i 
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AR ee 





. 0) 
 Coeffiecient von (c—a)', der mit @(g,) bezeichnet werden möge, dadurch er- 
» halten, dass man in @ 
‘ a fü ®, 
& 
nd F _@) | 
2 Ort tr pl, ); für 
; Ort: ...Iaer 2 UF Pra,c,..a, 
und 
(0) 
pP für p 
setzt. Es ist also 
. (0) 
N G (u) 
: (0) 
se . N) ® ® { e 2 A . 
) = eine ganze Function von 9, mit Coefficienten, welche ganze Funetionen von 
Fu T a u T, N) 
ferner von 
(0) (n—1) ©) Mm) 
Pr +. Pr er Pas re Pa 
und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Funetionen sind. Die- 
selbe geht in @ über, wenn man z,=4,,...2,=a, nimmt. Unterwirft 
man also die in @ vorkommenden Grössen a, a, ... a,, b) „ der Be- 
dingung, dass die Gleichung 
r- 
G = (0 
eh u. 5 E u ie R ’ 
ed nach bu), aufgelöst, mindestens eine endliche, einfache Wurzel besitze, und 
x versteht jetzt unter 5{, eine solche, so giebt es eine völlig bestimmte 
(7 (0) v) a 
Function (2. ... 2,|@,,...a,). welche, für 9, gesetzt, der Gleichung 
i u 
(3.) Gig.) = I 
genügt, und in 5$”, übergeht. wenn man ©, =a,,...2,=a, setzt. Dabei 
i können die Coeffieienten der eben genannten 9, +m;+:--+n, Functionen 
N, | (w) | 
; p, (8,5... 2,|01,...,), 
E abgesehen von der angegebenen Beschränkung, ganz willkürlich angenommen 
n \ werden, selbstverständlich jedoch so, dass jede von ihnen einen Conver- 
. genzbezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise bestimmte 
E - i (0) i 5 
ht. =  Funetion (2, ...2,|@,...a,) ebenfalls immer einen gewissen Üonver- 
er = genzbezirk. 


4* 
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Differentiirt man ferner den Ausdruck 


ENG, 


ox"i 


als Funetion von x betrachtet, so hat die vte Ableitung derselben die Form 


@ ori tr p, + H®, 


Orri +r 
wo H) eine ganze Function von &, &,, ... x, und denjenigen Grössen 
in denen — bei dem jedesmal betrachteten Werth von 4 — 
art t+n,—n,tr, a<ntrv 
ist, bezeichnet. 


Die Entwickelung von 


TR _g 


ox") 


nach Potenzen von z—a hat also die Form 


(n, +v) 


G + HR, 


G', H“ aus @', H%) dadurch entstehen, dass man setzt 


ee = 
und 
(a) 
out. tar, 
P u:a,a,.e, ” oz, ® .. Oxar 


Es hat ferner die v!® Ableitung des Ausdruckes @ nach x die Gestalt: 


‚© @, , 0 
EP 4.0, 


wo H‘” dieselbe Gestalt wie die vorstehenden Funetionen H hat. 
Bezeichnet man also mit 
v4) 1160) 
G'%, HH! 


die Ausdrücke, in welche @%, H“ dadurch übergehen, dass man c=a und 


(e) 
o& +. Farpu 
P usa .a....a, . de... .OXer 


(x — a)” 


setzt. so ist der Coeffieient von ————— in der Entwickelune von @ nach 
v! DO 


f 
F 


E 
3 
“ 
3 
4 
$ 





= 
Ar 
$ F 
3 
4 


SEEN EEE 


TER EEE 


re 
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Potenzen von 7—a 


‚ (») 


@' + H”. 


% 


Damit also die Gleichungen (1.) befriedigt werden, muss man haben 


„mtr 


4) @ g+H®P=0, (=0,1,...m). 


7 
Da sich, weil @ an der Stelle (©, =a@,,...2,=a,) nicht verschwindet, 
1 
Rz 
in eine Potenzreihe von 2, —q@,, ... x,—a, entwickeln lässt, so ergeben 


sich aus den Gleichungen (4.) 


(+1) (n+r) (tr) 


fs Ypı . . . . Py 


als Potenzreihen von 2&,—4@,,...2,—a,, welche vollständig bestimmt sind, 
sobald 


(0) 

pi 

(0) (n,—1) 
fi; BE" f 
(0) (nt) 


a 
es sind. 
Daraus folgt, dass wenn man a, qa,, ... a, und die vorstehenden 
Funetionen 
(u) 
pl, 2, 0,...0) (für A=1...m) 
den angegebenen Bedingungen gemäss, im Uebrigen aber willkürlich an- 
nimmt, darauf, nach Fixirung der aus der Gleichung 


G=(0 


(V) 

sich ergebenden Coefficienten 5{).., zunächst 9, und dann die sämmtlichen 
(nı+») 

Functionen 9, (&1,...%, 





4,,...a,) sich so bestimmen lassen, und zwar nur 
auf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn 











30 S. vo. Kowalevsky, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 


Ä » (0) x — a)« 
ig = Sa Pu(Birr.. 2,0.) ( nn 








(«) ( e 
pı _— Ss pi (2, ... T, | a, yo. a,) a 


AT wen 


(.) 


a 
= 3.9.1. a Fe 

den Gleichungen (1.) formell genügen sollen. 

Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdrücke 9, Pıs :-: Py 
ein System von Functionen-Elementen bilden, welches die Gleichungen (1.) 
wirklich befriedigt, hat man nur zu zeigen, dass sie innerhalb eines be- 
stimmten Bezirks convergiren. 

Ich setze wieder 


z=zatu, ss =at+tU, -:.:- %.,=a-+u, 


und verstehe jetzt unter @;...,..., die Potenzreihe von u, %,, ... %,, in welche 
ortat tar, 
dz2° dxr%...Irr 





durch diese Substitution übergeht. 
Dann hat man 


/ op BER 
| m Pi: 10,.0 
(6.) % (4 ” 1, er m) 

OPin;—2,0,.0 

— ii (),.,. 
\ ou dns Siasıne 

, Opi:n; —1,0,...0 
I — ee G;,, 
ou 


wo man, wenn 2,=1 ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat. 
Ferner hat man 


‚ IP, (0) _ 


wo H(” eine ganze Function von u, %,, ... u, und denjenigen Grössen 
Pu:a,a,,..a,> 
in welchen für den jedesmal betrachteten Werth von u 
at + ta, —n,+l em, 
ist. Man kann aber aus H” die Grössen 


or Pp, u O'm Pm 


or” ? Harn 

















Pan 
1.) 
be- 


:he 
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und deren ersten Ableitungen nach den Veränderlichen z,, ... x, vermittelst 
der Gleichungen (4.) eliminiren, und erhält so eine Gleichung 


(7)  (e} 9 _—0 


OUu 
wo k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 und @, ein Ausdruck von derselben Gestalt 
wie die G, in den Gleichungen (6.) ist. 
Sodann hat man für jede Function g;..,..,, In welcher 
a+m+:-+@, <m 


und mindestens eine der Grössen &,, ... @,, z.B. «, >O ist, 


4 


(8) OPi:u,0....0 4.07 FA Opr:a- tar 
ou ou ou, 
Eindlieh ist 
oOrx Or Or 
(9,) ——] ——- =), -:» ——(. 
en ou ’ ou I ou 
So ergiebt sich für z, &,, ... x, und diejenigen Functionen 


in welehen @+@,++--+a,<n, ist (wobei jedoch jetzt jede solche Function, 
auch wenn sie in den Gleichungen (1.) nicht vorkommen sollte, in Betracht 
zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgieichungen von der in &. 1, 
Zusatz D) betrachteten Form. 


Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von u, %. ... a, oder 
T—4d, %—4,. ... £,—a, sind. weiche sämmtlich innerhalb eines bestimmten 


Bezirks convergiren, indem die am angeführten Orte unter a), b) angegebenen 
Bedingungen in diesem Falle erfüllt sind. 

Der Beweis ferner, dass man für jedes die Gleichungen /1.) befrie- 
digende System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System 
von Funetionen-Elementen durch das beschriebene Verfahren erhalten kann, 
wird ganz so geführt, wie es am Schlusse des $. I. für den Fall, dass nur 
eine Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist. Die singulären Lösungen 
der Gleichungen (1.) bilden diejenigen Functionensysteme u, Pıy » +: Pus 
welche ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung @' = 0 
befriedigen. Die Bestimmung dieser singulären Funetionen-Systeme lässt 
sich aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines 
Systems anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singulären Lö- 
sungen sind, bewerkstelligen. 
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Hiermit ist die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, vollständig gelöst. 
Ich bemerke aber noch Folgendes. Auch transcendente partielle Differential- 
gleichungen lassen sich in vielen Fällen auf das Gleichungssystem (1.) in 
der Art zurückführen, dass 


ern ER 
nicht rationale, aber in der Form beständig convergirender Potenzreihen 
darstellbare ganze Functionen von 


%, Dir +... €, und.den Grössen Piaa.a, 
sind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden gefundenen Resultate 
ihre volle Gültigkeit, wie aus der Herleitung derselben ohne Weiteres er- 
sichtlich ist. 
Berlin, im Juli 1874. 
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Sur quelques systemes particuliers d’equations 
differentielles. 


(Par M. Edouard Combescure ä Montpellier.) 


Dans un travail insere au tome 63 de ce Journal (1864), j’ai fait, 
en terminant, pages 395—3959, quelques rapides remarques, presentdes d’une 
maniere un peu vague et sur lesquelles je me proposais de revenir. Ayant 
ete ramene ineidemment sur ces remarques, que javais A-peu-pres perdues 
de vue, jai pense quil ne serait peut-Etre pas sans interet d’en faire l’objet 
de quelques developpements et d’en presenter diverses applications parti- 
eulieres. 


$S. 1. Kemarques generales. 
l. Boit le systeme 


dx dx, 


’ e dr, > 
1.) DR 5 7 WEL u 


d! £ di 

olı les seconds membres sont des fonetions homogenes, «du degre un, des 

variables &,, 2, ... z,, la variable independante # pouvant entrer d’une 

maniere queleonque dans ces seconds membres. Par la substitution 
oh, BR, Seid, ar Yen, 

on ramene immediatement ce systeme au suivant 


dx, 


‚ - , du, 
Ar = 2V7,, in ne V>. R — J 


di wii dt Pr 

V,, P., ... V, etant des fonctions de f, %, ... a,, independantes de x. 
L’integration des a —1 dernieres de ces &@quations conduira done A autant 
d’integrales 

=, An, :.:, =6, 

dont les premiers membres, libres de toute eonstante d’integration, dependent 
uniquement de £, %, ... ,, tandis que les seconds membres sont des con- 
stantes arbitraires. La premiere &quation differentielle, moyennant une qua- 
drature et en mettant ensuite , 5, ... g, au lieu de &,, &,. ... c,, donnera 


T, 


pP, 
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yp, etant une fonetion de £, %, ... @, ne eontenant pas de constante arbi- 
traire et e, etant la »"® constante d’integration. Le systeme de ces » inte- 
grales peut etre remplace par le suivant 


T T p, zT v2 c f. 
= C. . C). _ = (3, u mm C 


- 


pP pP: P: 7 
On peut done dire quun systeme d’equations differentielles tel que (1.) 
admet toujours un systeme integral forme de » integrales independantes 
homogenes, de degre un, par rapport aux variables &,, ©. ... &,. 
heciproquement pour qu’un systeme de » &quations differentielles du 
premier ordre admette un systeme integral forme de » fonetions separement 
x,, il faut que les seconds membres 


X,, A, ... Ä,, de ce systeme d’equations differentielles (1.) soient tous 


homogenes relativement A 7,. 2, 


homogenes, de degre «», par rapport aux variables &,, &. ... X. 

On peut d’abord supposer que le degr& d’homogeneite est le me&me 
pour toutes les integrales, car, dans le cas eontraire, il suffirait d’Elever ces 
integrales A des puissances convenables ou de leur substituer certaines 
eombinaisons de ces me&mes integrales pour que, dans le syst&me @quivalent 
obtenu, le degre d’homogeneite se trouve partout le m&eme. Uela etant 
et les fonctions integrales etant designees par fi, fi, ... f„, on aura 


Han 0 
te +A,- + +X,5 


ee NE N 


ot Or, " On 


En resolvant ces equations par rapport & X,, X,, ... X,, Vexpression de X, 
par exemple, s’obtiendra, abstraction faite du signe, en divisant le determinant 
/ of, 3 of, Ofn 
(@.) z+(S ı or, ... 3). 

par le determinant 


(B.) z+(d ee), 


qui n’est pas nul d’apres les hypotheses admises: or u &tant le degre 
commun des fonetions f, le premier de ces determinants est &videmment 
une fonction homogene de degre n(u«—1)-+1, tandisque le second est homo- 
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gene de degre n(u—1) par rapport aux variables z&,, 2, ... z,; done X, 
est une fonetion homogene, de degre un, des m&mes variables. 

En resume. pour quun systeme d’equations differentielles du premier 
ordre admette un systeme integral uniquement forme de fonctions homogenes 
relativement aux fonctions inconnues X, Ir, ... 7, AH faul et il suffit que 


les fonctions Xı, X, -.. A, qui sont les valeurs donnces des derivces 


de, de, dx, 
dt ' dt ' di 
soient homogenes, de degre un, par rapport aux variables &,, ©, ... 2, Et 


l’on peut supposer, si l’on veut, que toutes les fonetions integrales sont aussi 
du degre an d’homogeneite. 

2. Bien que les » fonetions qui eonstituent le systeme integral des 
equations (1.) puissent toujours &tre supposees homogenes, ainsi qu’on vient 
de le dire, rien n’emp&eche de eombiner ces fonetions de diverses manieres 
de facon & former d’autres syst&mes equivalents de 2 integrales «dont tout 
ou partie ne soient plus homogenes: et comme on na pas de moyen ge- 
neral d’integrer un systeme tel que (1.), il est elair que, dans les essais 
dintegration effective d’un pareil systeme, on peut tomber sur des integrales 
qui ne presentent plus le caractere d’homogeneite theorique dont on a parl£. 
Soit done 

(3) sn fl rn 0 2) = Come 

une integrale tout-a-fait queleonque des &quations (1.), la fonetion f ne ren- 
fermant aueune constante d’integration. Le systeme (1.) jouissant de la pro- 
priete manifeste de rester exaetement le m&@me lorsqu'on y remplace ır 
T;, ... 2, respectivement par (I+k)z,, (l+Ah,z, ... (l+A)a,, ou k designe 
une constante tout-Aa-fait queleonque, il est elair que, pour les m&@mes 
systemes de valeurs de £, &,, &, ... z,, et quel que soit k, on aura, en 
meme temps que (2.), l’equation 

2.) ft, A+Ma, (l1+k)a,,... (1+%k)z,) = const. 
Si f est homogene relativement A &,, &,.... z,, cette dquation rentrera 
evidemment dans la precedente. Si f est la somme de plusieurs fonctions 


homogenes fi, fi, --- f, de degre w,, 1, ... u, respeetivement, on aura 
simultanement 


fit+ht+f, — eonst., 


A+kMtf+(l1+kh"fp+-+(1l-4krf, = eonst., 


4 


N ’ 
., 
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et comme %k peut varier d’une maniere tout-A-fait arbitraire de quelque 
maniere que 2, 2a, ... x, varient finalement avec t, il faudra que Yon ait 








2.) peak N Gy eo, 


les seconds membres etant generalement des constantes arbitraires inde- 
pendantes et non des eonstantes partieulieres. Mais il peut arriver que cer- 
taines fonetions f; soient des eombinaisons des autres, et cela arrivera ne- 
cessairement si l’on suppose p superieur A& n, le nombre des integrales 
distinetes des equations (1.) etant preeisement »: dans ce cas les constantes 
eorrespondantes dependront des autres dans les &equations (2”.). 

Si f nest pas une somme de fonctions homogenes, alors, en deve- 
loppant le premier membre de l’equation (2’.) suivant les puissances ascen- 
dantes de Ak, on aura le groupe d’integrales 


fit, &, &:, ... £,) = const., 
of of of 
I: I + IT - == EONST., 
or, + ’öx, + + n Or, ) 
‚of o’f 
2 = +22,2.-—— + — LONSt., 
02? en "ox,or, + | 


qui eonstitue au moins une et au plus » integrales indevendantes. 

On voit par la comment d’une seule integrale (2.) du systeme (1.), si 
cette integrale n’est pas repreösentee par une fonction homogene, on peut de- 
duire tout ou partie des n integrales de ce systeme. 


$.2. Cas des &quations lineaires. 

1. Lorsque X,, X, ... A, sont des fonetions lineaires et toujours 
homogenes de z,, ©, ... z,, si l’on designe par $ı, &, ... 5, une solution 
partieuliere du systeme (1.) et que l’on pose d’une maniere indefinie 

,=$5+ 31, = +2, Er Ze 4E o u 
ie systeme (1.) est reniplac& par le suivant 
dz, 


KIN " dz. " 
(1.) a = 2 ; = 2. 


den 
d -Z 


di ’ 

ou Z,. Zu, ... Z, ne sont autres que les fonetions X,, X. ... A, dans les- 
quelles on eerit 3, 3, ... 2, au lieu de 2, 2%, ... x, respectivement. 
Comme les &quations (1’.) restent encore les m@mes quand on y remplace 


21, By... 3, par Az, km, ... kz,, k etant une constante quelconque, si 
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Yon eonnait une integrale queleonque des equations (1.) 
FB, 2, 0, -.. 2,) eonst.. 
cette derniere &quation devra subsister, quel que soit k, lorsqu’on y &erira 
&gdi+k)+kz,., Sll+kitkz,,... S,(l+A)+kz,, ou encore 
&+ka,, &.+ kan, ».. s,+kzx,, au lieu de 

FR De aa De 
respeetivement. On devra done avoir, en m&me temps que l’@quation pr£- 
eedente, 

(2.) fit, 5,5 +kz,, S&t+hke,, ... &5,+Akz,) = const. 
Les deux @quations devant avoir lieu, quel que soit k et de quelque maniere 
que 2, ©, ... z, dependent finalement de la variable ind&ependante t, en 
developpant suivant les puissances entieres et positives de k, on obtiendra 
le groupe d’integrales 


Fi Bi, Ber + 8) = O0, 
of o of 
2. =. tz, - ++T,.-,. = const., 
l O8, T n oE, + Tr n OE, 1 st 
öf of öfn 
"Ar -I .+-2- — CONSE., 
( 'dE re d£E, Hehe, dE, 


[3 . . . ” . * . ” “ . 


les exposants etant symboliques. On voit done quwetant donnees une inte- 
grale d'un systeme d’equations lineaires homogenes et une solution partieuliere 
de ce systeme on peut en deduire tout ou partie des integrales de ce systeme. 

Si l’&quation (2.) n’etait pas developpable suivant les puissances 
entieres et positives de %, mais quelle admit un developpement limite ou 
illimite suivant les puissances fractionnaires positives ou negatives de cette 
variable, on deduirait de (2.) des integrales, generalement nouvelles, en 
egalant & des constantes les groupes respectifs de termes qui multiplient 
les diverses puissances de A. 

2. Considerons, par exemple, le systeme 


de, 1 1 1 
\ * Fol Fa 7 RT te dt,” 
(a.) { m 1.0 +- je 2. 
dt 1—t” 1—t’ 

de, 1 { 


Te #5 a 


1_p 9 
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lequel admet Vintegrale 


a? +2,2) — 22? — ı2)-+z 2? 
ar 1 3 3>_ — eonst.. 


2 — 
te —1) 
ainsi qu’on peut le verifier par la differentiation immediate. Cette integrale 
peut aussi s’eerire 
n\ 2, +2,—2, 2,72%, 9,—T, 


\ ! a 


l 


— EONSt. 


les equations (a.) sont satisfaites quand on prend 

.eL sei ash 
Remplacant, en eonsequence, dans Vintegrale (b.) z,, ©, 2; par 1+x,. 1+r,, 
{+ x, respeetivement et Egalant a des constantes arbitraires l’ensemble des 
termes de m&me degre en &,, ©, z;, on obtient les deux nouvelles integrales 


I 


) 
To, 7 %-T, 7%, %, 72%, %, %,—Z. +2, ,— X. 
Me. en. t%, Als le. A en 5 eonst.. 


(C.) ie ) 
zei (+1 —1 + 
2.+20.— x z,+% %,— LT. 
da) BEST ST HATT = const. 


Les trois @equations (b.), (e.), (d.) eonstituent done un systeme integral com- 
plet des &quations (a.). La forme particuliere de ces trois integrales permet 
ici d’ecrire 

x,+2,— x 2,+-x .xT 


1 2 3 
—C(,, 2 — (0, - 
! “ t-+1 y t—1 


€). C,, c, designant des eonstantes arbitraires. De la on tirera tout de suite 


-=6, 


les expressions de ©, @,, x, en fonetions de la variable independante f. 
Les equations (a.) admettent la solution partieuliere 
Tı _— l, T; = 0. IT; —— (. 
Si Von eüt pris cette solution pour point de depart, en remplacant dans 
(b.), 2, 9m, ©, par zı+f, ©, z,. on maurait deduit de (b.) qu’une seule 
integrale nouvelle, savoir 


u WR onst 
Free vol — - = eonst. 
1 1-4 
Si au lieu de lintegrale (b.) on se füt donne la suivante, qui appartient aussi 
au systeme (a.). 
+28, —%, ' / 2, —T, 


= 6 5 


en prenant toujours la solution partieuliere 1, 1, £, remplacant x. &,, z; 
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par 142, 14, +, puis developpant suivant les puissances ascen- 
dantes de &,. &;, z, par la formule du binöme, on reconnaitrait que les 
&quations, en nombre infini, obtenues en egalant A des constantes les groupes 
de termes de m&me degr& eonduisent A la eonsequence unique, savoir que 
les trois fonetions partieulieres 


2..r72,—%, a, — I rz,— iz, 


, 2 


! | e—1 ’ "1 
ont des valeurs constantes arbitraires, ce qui redonne un systeme integral 
eomplet equivalent a celui quion a trouve ei-dessus. 
Je vais actuellement faire usage de la propriete qui vient d’etre &ta- 
blie, pour resoudre quelques problemes partieuliers qui ont &t& traites par 
des proc&des peut-tre moins uniformes et moins symetriques. 


8.3.  Probl&öme de geometrie. 
„Etant donnee une courbe (z,, 2, 2,) situee sur une surface du 
me ordre, aussi donnde, 


trouver "une autre courbe (A,, Ar), A;), situce sur la m&me surface, telle 
que ses tangentes soient respectivement parall&eles aux tangentes successives 
de la premiere.“ 

Ces conditions geometriques sont Evidemment exprimees par les 
equations 


Lu, LS _ 
a? wur + a , 
dk,  dX, dx, 


de, de, da, 


Si l’on pose 


He Aug As 
= 5, =5. = $,. 
a, a, a, 
X, 2 _ X, 
EB ER "a Re 
a, a, a, 


les pree@dentes @quations deviennent 


1) Sata =1, 
’ de, _de, _ de, die 
Sr ehe ee Te 


4 etant une indeterminee, et peuvent des lors ätre considerees comme se 
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rapportant a un certain probleme spherique dont la solution pourrait se de- 
duire d’un caleul de M. J. A. Serret. Mais il s’agit simplement iei de 
donner un exemple, non forme & priori, dans lequel les remarques ci-dessus 
trouvent une application. En designant par i la variable independante au 
moyen de laquelle toutes les quantites de la question sont censdes ex- 
primces, la differentiation successive de (1.) par rapport A cette variable, 
et en Eliminant chaque fois 

de, dx, dx, 

Mu 
au moven de (2.), eonduira A une equation lineaire en A, ou encore A un 
systeme d’equations lindaires aux inconnues z,, &, 2%. Or on peut se dis- 
penser de former ce systeme. Comme, en effet, ’&quation (1.) en sera une 
integrale et que. de plus, A cause de 


EG) 4848 =1 


le m&me systeme admettra evidemment la solution particuliere 


I 
I: 


T, = 6, TI, = 


F, 
= 


Zn "7 
en remplagant dans (1.) ©, ©, 2, par & +5. ©; +5, +5, et egalant & 
des constantes arbitraires l’ensemble des termes du m&me degre en’ x,, zn, 
7;, on aura, independamment de l’integrale (1.) la nouvelle integrale 

3) SHtmtsH = c, 
ec €tant une eonstante arbitraire. En differentiant cette derniere &quation et 
tenant eompte de (£.) et de (2.) on obtient 


Les equations (1.), (3.), (4.) determinent z,. z., z;, et, en posant 


do _ fd ‚de, de 


c = Co8E, 


a Vrtartarı 
on en deduit 
.„ dE „de “ 
2a, = &,cose+($, 5 5 Te)sine, 
de de ) r 
c R 3 e >| % 
„ — &00$8E — —&.— Isıne 
T» 2 0S + Sı do 53 do n ’ 


h „dd „ dE\_. 
T;z —— &cose+(& Ti 5, © )sine. 


Ss. 4. Probl&me de me&canique. 
Il s’agit preeisement du probleme que j’ai resolu dans le travail eite 
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et sur lequel je me proposais de revenir. Ue probleme a pour objet la 
determination des eosinus des angles que font trois axes reetangulaires 
mobiles avec trois axes reetangulaires fixes, quand on connait en fonetions 
du temps les composantes de rotation du systeme autour de chacun des 
axes mobiles. Autrement dit, il s’agit d’integrer les &quations 


dx dx dx 


(1.) "dt — P; 02, — Pr T5, rn — Pı 73; P3Tı. "TR — pt, —Pı a. 


oU Pı. Pa, p; Sont des fonetions donnees de la variable independante f. 

En multipliant ces equations par x. ©. 2, et ajoutant on obtient 
l’integrale suivante, dans laquelle on peut supposer &galde A um la eonstante 
d’integration, 

(2.) e+25+2 = 1. 
Soit 5. &. 5 une solution partieuliere du systeme (1.): on peut supposer 
Stets =. 
En remplagant dans (2.) z,. 2, 2; par u +5. m +5. +5 on en con- 
elura. eonformement A ce qui a ete dit au $. 2, la nouvelle integrale 
(3.) 


ou jai suppose nulle la constante arbitraire, ee qui eonduira A une so- 


ıTı +50 + >72 0 


s n 


lution partieuliere de la question, mais il sera facile de passer imme- 
diatement & la solution generale. Si Von designe par # une indeterminde 
et que l'on pose 

4.) pa t+tpm+p = u, 
ee qui entraine, en differentiant et ayant egard A (1. 


’ 


5.) pt tpm+pr, = uw; 

on tirera de (3.). (4). (D., 
Rz, = SPp—HPp)u+ Hp —Sp)W, 
(6.) Rx, = (SP —Sp)ua+ (Sp —Sıps)W. 


Rz, = (Sp — Sp )ua+(Sp—Sp)w, 


ou 
Pı P PB 
R= pm p Ps. 
Sa 5 


En designant par Z une somme symetrique et posant 


=<(p-S5p) = Ss =@, 


(Hp Sp) =w, 


Journal für Mathematik Bd. ÄXXX. Heft 1. 
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puis, observant que 
(5 —5P) (pP; eu &P:) — 0@ 
A cause de 
(5m -5Pp) Sp - 5p) = FE (Rp 5p:) = 0, 


on aura, en faisant la somme des carres des &quations (6.) et ayant egard 


a (2.). 

ou" —20W0 ud Ww—R — 0; 
dou 

ou = WutryR— (w—@")u. 


D’ailleurs des relations 


o = Ip —(ZpiSi), 
a = Ep’ (Zpi5), 
oo — Zp,p —- Zpıs-Zpiäi, 
0 = Zu: 
on eonelut 
ow—-@®®’ — R'. 
Par eonsequent, en faisant 
RM = oyYw'— 8", 


on aura u 
. Be; u 
ou = @urR] 1— — 
[m] 
et en posant 
u = Wwv, 
cette equation deviendra 
’ +Ryl—v’ 
= art 
9 
ce qui permet de prendre successivement 
e=cosT, o=sinT 


T — - [ER 


ou 


En adoptant tour A tour ces deux formes de oe on aura les deux solutions 


partieulieres 
par ai 

(6'.) Rai) = 
” a 


(6 .) Pr Fan 
Ra” = 


”. (Sp: = S2P3) -- (SP; “u 5; Pr) @] cos T— (&P5 — SP) 


R . 
„sn T, 


mp = (Sp — &p;)@ + (Sp — SP, )@'] sin T+( (&p—&,p) -c0sT, 
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On reconnait tout de suite que la direetion (S,, 5.5) est perpendieulaire A 
ehaeune des direetions (6'.), (6".): et Yon s’assure, en outre, tr&s- aisement 
que ces deux dernieres direetions sont perpendieulaires entr’elles. car en 


ET IE RETTEN 


formant d’apres (6'.), (6".) Vexpression de Fri’ x)? on trouve en vertu de 
d nn. 
relations &erites plus haut que les eo@fficients de sin2T, e0os2T sont iden- 
tiquement nuls. Des trois solutions partieulieres dont on vient de parler 
resultent immediatement les expressions generales des cosinus des angles que 
les trois axes mobiles forment avec les axes fixes. 
J’ajouterai quelques remarques sur le present probleme. Les tonetions 
8.5. 8, eensdes eonnues, verifient la relation 
i ++ 1 
j et sont telles que 
; = —PprS;, S: Piss —PsSı. 7 PrSı —PıS2. 
Si Yon se donne la courbe spherique (S£,.5.%) et la vitesse 
de’ di dE 
oil | ar r dr r dr 
avec laquelle le rayon correspondant de la sphere deerit cette eourbe. les 
,  trois composantes pP. Pa, P; Ne sont pas determindes; mais en y joignant 
i la eonnaissance de la vitesse angulaire de rotation autour de Vaxe instantand. 
dest-A-dire en se domnant la quantit g telle que 
p+tg+tr =, 
on deduit de cette derniere relation et des preeedentes 
pı = SH HsHtSYp— Wi, 
Pı: = — +Hyy'—@, 
ns PB = Str. 
En portant ces valeurs dans les formules (6'.). (6”.) on pourra done ex- 
| 8 primer en fonetion des quatre quantites 5, &. 5. p et de leurs derivees les 
‚  eoordonndes des deux courbes spheriques (z{), I”, =), (PP, x”. Je 
ne marreterai pas-a discuter les propridtes qui peuvent r&sulter de la com- 
paraison des Eel&ments geometriques de ces deux courbes et de la eourbe 
aussi spherique ($,.5.&) que Von s’est donnde arbitrairement: cette eom- 





paraison, comme d’autres recherches du m&me genre, pouvant ötre assimilde 
x . . 
a un simple exereice de ealeul. 
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S. 5. Probleme d’analyse. 

Je vais enfin eonsiderer un systeme d’&equations lineaires rencontre 
et integre pour la premiere fois par M. J. A. Serret dans son memoire sur 
les surfaces dont Tun des systemes de lignes de courbure est compose de 
courbes spheriques. l.eminent geometre a fait usage pour cette integration 
des formules elassiques qui] a introduites dans lVanalyse pour V’etude des 
eourbes A double courbure. II a ete conduit, dans une partie de ses re- 
cherches (seance de T Academie des Sciences du 4 fevrier 1856), A une 
equation lineaire du troisieme ordre quwil a ramenee A une &quation non 
lineaire du deuxieme ordre au moyen d’un multiplicateur dont la decouverte 
n’est peut-etre pas un des incıdents les moins remarquables de son memc- 
rable travail. Le systeme d’@quations dont il est actuellement question et 
dont M. Serret n’a pas eu besoin, pour lobjet qwil se proposait, d’effeetuer 
eompletement integration, est susceptible d’etre traite un peu plus syme- 
triquement, A un point de vue purement analytique, en s’appuyant sur la 
propriete generale etablie au $. 2 du present travail, et Von n’a pas A faire 
intervenir la eonsideration du multiplieateur. 

1. Sauf un l&eger changement de notation, le systeme propose est le 


suivant 


d, X, == dl; N, + d;: 3 + a,X, — h 
dX, dX, dX, dX, 


> 


“ 


d, q, d, a, 


d,. @&ı. Gy, a,, h etant des fonetions donnees quelconques d’une variable in- 


dependante f. En designant par 5, &, 5, 


/ 


&, une solution quelconque de 
ce systeme quand A est suppose nul, on aura n&cessairement 

d, — 08, d, = 05;, d; = 05;, ad, = B5,. 
6 &tant une fonetion donnee queleonque et les accents marquant les deri- 
vees par rapport A £. La relation 


Ya5;—0 deviendra done F55=0;: doü FE = const. 


Si Von fait ensuite 


Xus% / od, h=WZEfwEdt, 


la fonetion queleonque ® tenant lieu de h, le systeme propose se trouvera 


remplace par 


>I3 ° = (), 
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 designant une fonetion ineonmume. La quantite 5; etant constante, il est 


x 


elair que sa valeur peut toujours &Etre supposde egale A Funite ou bien A 


yero. D’autre part, si Fa =0#IS, est difierent de zero, on peut intro- 
(duire une nouvelle variable independante telle que. en la designant encore 
par £, on sit 25 =1, ce qui entraine d= 3a). On a ainsi & examiner 
differents cas. 

2. Soit d’abord 


= Ziel 


On deduit. dans tous les eas, de la seconde ligne a. 


et comme le denominateur est nul en vertu de Ja premiere (a.), le nume- 
rateur doit V’etre pareillement et, en designant par e une constante arbitraire, 
on a, en eonsequence, 

Eu = 6 


En remplacant dans cette Integrale x, par x,+$, et egalant A une con- 
stante arbitraire ec, V’ensemble des termes du premier degre, on aura, con- 
form&ement A ce qui a ete dit au $. 2, la nouvelle integrale 

BE; == 6 
Ensuite en differentiant la premiere (a.) et remplagant’apres cela x, par 
),£,, traitant V’equation obtenue de la m@me maniere, on aura deux nouvelles 
equations qui, jointes aux trois prec&demment &erites, formeront le groupe 


az "u 


b.) Sr; un C, >73 T, - C;. PY3 Hr - (), Ser =— — h. =S, T — u 


Maintenant, si V’on eleve au carre le determinant 


L u e 2 
sı wo “3 =4 
R — ) ! 1 f ’ 

8 - 

sı => S; S4 | 
| 

gr! = gt er | 

sı “2 =; “4 | 


on aura, en ayant Eegard aux quatre premieres (b.), 


c cs 0 —ı 
| | 
R | C, 1 () —) | 
—u ' 


10010 
0 
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e’est-a-dire 
R' == (e u c\) \ 2E, “—1) Gi, (A Rn \. 


R etant cense determine par cette derniere &quation, en joignant aux 2me, 
3me, 4we &quations (b.) celle qui resulte de l’expression immediate de R, 


on aura un systeme de quatre &quations du premier degre d’ot Yon deduira 
(voir le 8. 6) 


oR \ 
u - =- R- CO Ss; Uuis;rS; 
oa 
en posant 
zE —-1=0, a-ÄA=u 


Si l’on fait, en m&me temps. 
6; => c—cCh, u=ovr, 


et par suite 


R = oye — v’; 
et que l’on pose en outre 
ısı > S; 54 
DER I R ” 5 
si 52 S3 4 
Tau SR ae > 
ce qui entraine 
oR od 
or 0 6 


la substitution de la preeedente expression de x, dans la 5we (b.) fournira 
dv d -_ "I 
—— = ——— dt: d OU va c,cos(e +/ > dt), 
me 8% . 


e etant une eonstante arbitraire. Il en resulte enfin 


” Ye - a "A 7A . "A 
rt = a$+ = BE +E& \cos(e 4/5 dt) — rn sin(? +/ gi dt). 


Il serait tres-facile de transformer cette formule de maniere A ce que la 
variable independante reste tout-A-fait indeterminde. 

3. Les expressions qu’on vient de trouver pour les x; deviennent 
illusoires lorsque oe est mul. Dans cette derniere hypothese 4° est nul, 


comme on le reconnait en comparant la le et la 3me lignes de ce de- 


rn s7 


ee 
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terminant carre forme suivant la regle ordinaire. Les elements de chaque 


eolonne de 4 doivent done satisfaire a une m&me relation lineaire laquelle 
a necessairement la forme 


6) + -— St) =), 


ainsi qu'on s’en assure en multipliant la relation supposde successivement 
par &, &, $ et sommant chaque fois par rapport & i. La quantite ® est 
une fonetion donnee queleonque. De la resulte 


+ = 80, 
&— m;sint+n;cost+8w, ol w= sin! [@eostdt — cost [@ sintdt, 
les constantes m;, n,, & etant assujetties aux relations 
Sm = Zn"=1 Zmn=0, Zem=0, Zen=0, ZE=0. 
La relation (£.) entraine entre les seconds membres des quatre dernieres 
equations (b.) la relation correspondante 


m’ 


Z (—-N)+4=0: don Q-i=E0. 
La seconde ligne (a.) fournit enfin 
= 6 &—:f@&dı+«,, 
et la verification de la premiere (a.) exige que 
e= Zi0, Zma,=V) Zn0,=(, 


ce qui laisse arbitraires deux des constantes «, seulement. On peut observer, 


. &, + & [4 . 
en passant, que, A cause de @ = —, on peut Eerire 
“. € > “N 
2, = 8-4 (EHE) +, 


4. Soit, en second lieu, 
ZE=0 ZE<1. 


La resolution des quatre premieres &quations (b.) fournit (voir le $. 6) 


2 = lM—-a4238°)5;—GaS° — R-——. 
OT; 
R' = 2ci—- a ZE°’—c. 


La einquieme &quation (b.) devient par suite 


"= a2 —R4; 


i 
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d’oü, en Eliminant A au moyen de la preeedente &quation, resulte 
R=--—-ec4: R —e,f4dt+ 0, 


e, etant une eonstante arbitraire. Done. R avant eette valenr. 


“  wvarng a 
de} R’ -C = F P cA€ 
2, = de. a )S —- 1° +R ET 
>.  »>oit, en dernier lieu., 
5, v. 
[,a seconde ligne (a.) entraine 
@. SE x al _ | 
o =:3—: done ice 22, =V. 
S, -< 


Par suite, en differentiant suceessivement la premiere (a.), on a 


Zu =0, 2 


De ces deux equations, jointes A la 2me et a la Zme (b.), on tire 


C, oA 


% 


JI O8, j 


en supposant different de zero le determinant 


2/3 


£ = - ZR(ZE. 


Dans cette supposition et en supposant de plus. Is; egal & Yunite, 


- 


m 


est egal A SS, et par consequent x, se reduit A c,$: en sorte que, A un 
facteur constant pres. on ne retrouve que la solution partieuliere d’ot Von 
est parti. Supposons actuellement que IS; soit nul. En eliminant S,. 5, entre 
les equations 


zse-0, Z®=-0, ZEE=0. 


Ir 


on en deduit une Equation dont on peut transformer le premier membre, le 
second etant zero, dans la somme des carres de trois determinants. De cette 
transformee on econelut facilement, en supprimant des signes ambigus, 


- 


= (sing +SHeosy)y—l, S=(Sssing+Kcosg)y—1. 


I 


, = (S,C08 p— 5, sin p) Yv—1. = (8, COSYp — &, sin p) y—1. 


Un 


y etant un angle arbitraire qwon peut supposer reel. En differentiant la 
premiere et comparant & la seconde, on conelut iei que Y doit &tre con- 
stant. Des lors, a cause de 


% _5_ Wsing+n,cspg)y— _ =, 
S, S, (E, siny £; 7 cos) v1 4 





rn 
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on doit avoir 
IT, = (tr, sing +272C0OSYy)} —1l, 2ı,=(z, COSP— Siny ‚y—1. 

les constantes additionnelles devant &tre nulles pour que l’equation ISr, = 0 

T 


. . A] . x , .rn “rs . T, . 
soit satisfaite. Comme il reste seulement a verifier Vequation „= , on 


>: 9 
peut prendre x, arbitrairement et en conelure x, par une quadrature. Si 
l’on eüt suppose tout d’abord que Is; est egal a zero, en partant de 

zsE’=-0 2°=-0, ZEE =, 
on arriverait aux m&mes consequences. 
8.6. Digression relative & un systeme partieulier d’equations algebriques. 


On a eu A resoudre A diverses reprises, dans le present travail, un 
systeme d’equations algebriques compris sous le type 


stm + +, * R 
(e.) Bath +--+ß,a 3 


Yıtı TY%2%2 1 .++Y,%, =yY, 


les equations du premier degre etant au nombre de n—1. 


f 
En posant 
D a 2. h a Al ae ; 
| | ri Alien 
. u wi eo (oo) (af) ... (ay 
e a le pe SP nähe 
R => Bı P: oo... Pa’ d ou R Rp D \ N BP Dy ki H, 
[ . . . ) . * . * * . . . * 
WE ‚Were > 7 (ar) (Pr) ».. yy 
’ ou, pour abreger 
& 2 2 2 / 3 J 3 | ’ 
e)= ++ ++, (eP)=mPı tmPrtt+0,Pn, etc. 
les formules de resolution peuvent &tre presentees sous la forme &legante 
coH oH oH oH oR 
u 5 1 r— [64 N Fr. j) | r 7 _— R \ . 
| ok Lör” ıt2 94 Pır 20 A or, 
> 5 er ne, 
l- ; (d.) > Se 7 Zt oß 2 s u Or, 
| oH oH OH OH ÖR 
j +4 —0o, +44 +4 = Ro, 
ok ” oa * op OY OL 
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r 








R devant &tre remplae& dans les seconds membres par +yH et ——, par 
| or, ’ 
exemple, par 
1% a, | 
'ß: Pr | 
v2 re Yn| 
On deduit, en effet, de ces » €quations, en les multipliant respectivement 
. . ° | 
par 7,, 2, ... 2,5 puis par &,, @,, ... a,; ete., et ajoutant chaque fois, les 
| 
n suivantes | 
oH cH oH oH 2 
En l ee I auge ... 1 — — 
NEN EEE NE NETEEEREATE | 
OH 5, cH , cH OH _ I 
an. +2(ee) date tt (07) : Tre 0, . 


qui sont identiques, en vertu d’une propriete connue des determinants 
symetriques. 
Si la premiere @quation (c.) etait remplacde par 

a0 + +a,0,+ 24.004" +24a,_1nCnıd, = k, 
en ajoutant & cette derniere @quation les carres et les produits deux ä deux 
des @equations du premier degre, ces carres et ces produits etant respective- 
ment multiplies par des facteurs indetermines que je designerai par [ee], 
[aß], ete., on ferait disparaitre les rectangles z,2;, 2,%;, ete., en deter- 
minant les multiplicateurs par les @quations, en &egal nombre, 





27 4 1 172 H .B, 7 
a, 0, [ee] + APRLlPPI+ + alyy)+ s ß „a [ef]+--- mr nn, 
a ; ta; 
a0 [a0]+ AB [AB+ + Hlr)+ a faßl+ = —a,;, 


Et, en posant 
K = k+ailaa]+..+7?lyyJteplaß]l+--, 


A, = a+alaa] + + lyy)+aßıleß]+-, 
eic. 


\ 


la premiere (c.) serait remplacee par 
A,sı + A ++ A,z, ug K, 
et une substitution visible ramenerait tout de suite au type primitif (c.). 


RENT 
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r Enfin si le premier membre de l’&quation quadratique &tait augmente d’une 
forme lineaire, on pourrait faire disparaitre celle-ei en augmentant les x, 
de quantit&s indeterminees et lui ajoutant aussi si c’est ndcessaire les 
equations du premier degre multipliees par des facteurs ind@termines. II se 
presente quelques autres transformations ulterieures que je ne d@velopperai 
pas en ce moment. 

On ne peut manquer de remarquer une certaine analogie en ce qui 
concerne la determination des multiplicateurs [a«], [e?], ... avec une partie 
des caleuls de Clebsch (Ueber eine Classe von Eliminationsproblemen 
tome 58 de ce Journal) lesquels peuvent servir & resoudre le systeme (e.), la 
premiere &quation &tant une &quation queleonque du second degr&; mais 
l’illustre g&ometre, dont lidee premiere a et la d&ecomposition de la forme 
quadratique en facteurs lineaires, n’a pas signal& les formules si simples (d.) 
pour le cas de la forme speciale (c.) auquel les autres peuvent se ramener. 


Bar Ne 77 ann 


Montpellier, septembre 1874. 











Ueber die Transformation einer quadratischen Form 
in sich selbst. 
(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 


Da unter dem Namen der orthogonalen Substitution bekannie Pro- 
blem, welches darin besteht, die lineare Substitution 


BRREN , > /» 4 
2, = Zei, (mL 2...) 
1 
in allgemeinster Weise so zu bestimmen, dass der quadratische Ausdruck 


Ü 


++. +z, in M-+X;+--+X, übergeht, liefert als algebraischen Aus- 
n(n-+1) 
_- 
den n.n Üoeffieienten e,. Da «durch dasselbe umgekehrt auch der Cha- 


druck dieser Forderung ein System von Gleichungen zwischen 
rakter der Substitution völlig bestimmt ist, so konnte dessen Studium der 
sanzen Frage zu Grunde gelegt werden. Nachdem es den Anstren- 
sungen hervorragender Mathematiker gelungen war, hieraus wichtige Eigen- 
schaften der Substitution zu erschliessen, gelangte endlich Herr Cayley in 
seiner berühmten Abhandlung im 32. Bande dieses Journals bei einer Unter- 


suchung über „determinants gauches“ zu 2.» Ausdrücken, welche auf rationale 
n(n—1) 
—- 

ohne Hinzutreten weiterer Beschränkungen den Bedingungen der orthogo- 


Weise aus willkürlichen Grössen derart eonstruirt waren, dass sie 
nalen Substitution genügten. Wenngleich die Gültigkeit der Umkehrung aus 


n(n—1) 


dem Auftreten von = selbständigen Grössen allein mit Strenge nicht 


zu folgern und im Grunde unerwiesen geblieben war, so stehen doch einem 
befriedigenden Beweise derselben erhebliche Schwierigkeiten nicht entgegen. 

Als unmittelbare Verallgemeinerung der Aufgabe der orthogonalen 
Substitution ist die von Herrn Hermite behandelte anzusehen, die Coeffieienten 
einer linearen Substitution derart zu bestimmen, dass eine allgemeine qua- 
dratische Form f(x) in sich selbst, d. h. in f(X) transformirt wird. Im seiner 
diesem Gegenstande gewidmeten Abhandlung *) gelang es Herrn Hermite 


*) Dieses Journal Bd. 47 pag. 307 ff. 


ul 
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aus den sechs Coefficienten einer ternären Form fix) und drei willkür- 
liehen Constanten die neun Coeffieienten der Substitution derart herzu- 
stellen. dass f(x) in sich selbst übergetührt wird ”). Man wird es aus diesem 
Grunde wohl angemessen finden, eine solehe Substitution kurz als „„Hermitesche 
Substitution der Form fir" zu bezeichnen. 

Während jedoch bei der zuerst genannten speeielleren Aufgabe eine 
allein auftreten, und 


P4 


Anzahl von Gleichungen zwischen den Coetfieienten € 
dieselben dadureh in ihrer Besonderheit charakterisiren. ergeben sich bei der 
alleemeineren von Herım Hermite zunächst nur Beziehungen zwischen den 
Coetfieienten ce, und denen der zu transformirenden Form (vgl. $. 3 des 
Folgenden‘. Erst die Bemerkung, dass „die Fundamentalgleichung“ der 
Substitution (vergl. $. 1 Gleichung (4.) d. F.) eine reciproke ist "*), zeigt 
die Möglichkeit. eine Begriffsbestimmung der „Hermiteschen Substitution“ 
von der individuellen quadratischen Form losgelöst aufzustellen. 

Von diesem Gesichtspunkte ausgehend habe ich es versucht. der 
Substitution, welche eine allgemeine quadratische Form im sich selbst trans- 
formirt. eine Gestalt zu geben, weiche sie insofern deutlich charakterisirt und 
die entscheidende Eigenschaft derselben leicht erkennen lässt. Hierbei zeiet 
sich. dass das System der von einander abhängigen Grössen e, am einfachsten 
nicht dureh die nothwendige, sondern durch eine grössere Anzahl selbst- 
ständieer Grössen zur Darstellung gebracht wird. — Im letzten Theil der 
Arbeit wird überdies eine einfache Methode angegeben, um bei gegebener 
Hermitescher Substitution aus einer zugehörigen Form f(x) successive 
andere Formen herzuleiten, welche durch dieselbe ebentalls in sich selbst 
transformirt werden. 


6, 


Wenn zwischen zwei Systemen von Variabeln &,, ©. ... ,; A... 
X), ... X, » lineare Gleichungen bestehen 


r an i u A n B n H n _ 
1. ee. nei 2. u, 
2m =] ser} 


und man bildet aus den ».» Coeffieienten e‘ und der willkürlichen Grösse 


*, Eine Transformationsformel für die allgemeine Form von rn Variabeln giebt 
Cayley, dieses Journal Bd. 50, pag. 288. 


**) Vgl. Hermite, ]. e. pag. 312; Cayley, ]. e. pag. 289. 
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o die Determinante 


CP, C A . . . C, 
| c ©—0. c i Ä 
2 Cieo)= ; —- C+0o+Go+--, 
&. &. ... 0 


so haben die Coeifieienten €, C,, ©,, ... der einzelnen Potenzen von eo den 
('harakter absoluter Invarianten. d. h. wenn man in das System /1.) an Stelle 


der Variabeln r, X neue Grössen 5, Z mittels der sleiehlautenden Sub- 


stitutionen 
(2°, au Ei, Ka Ei, Em 
ä:=} i—1 ' 


einführt und die auf diese Weise hervorgehenden Gleichungen wieder auf 
die Form bringt 


3 == 2E&2,, a 5 En. 
z x 


so ist die Determinante 
d—o, dh. a - 


er SE | | 
Do= ch '  |=D+De+D,e+ 


\d., ds, ar 
identisch mit Ce). Dieser Satz, welcher als besonderer Fall eines alige- 
meinen von Herrn Weierstrass *) gegebenen angesehen werden kann, 
ist mehrfach ausgesprochen und bewiesen worden. Derselbe findet sich 
in den Arbeiten der Herren Fuchs **) und Christoffel ***) und in neuester 
Zeit bei den Herren Hamburger +) und Siacei-7f). Die Richtigkeit des- 
selben erhellt ohne Weiteres, wenn man an Stelle der » Gleichungen 1.) 
die bilineare Form Fc/X,u, betrachtet, worin die Grössen m. nm. ... m, 
x, 
den Variabeln x contragredient sind, d.h. die auf dieselben angewandten 
Substitutionen die Form um, +%2%;+'-+u,r, ungeändert lassen. Da 


nämlich die Determinante C= F+cie....c, jener Form bei gleichzeitiger 


*) Monatsber. d. Berl. Acad. 1568, pag. 310. 
**) Dieses Journal Bd. 66 pag. 132. 
+##) Ebendas. Bd. 68 pag. 21V. 


7) Ebendas. Bd. 76 pag. 115. 


! 


tr) Annali di Matem. ser. II tom. IV pag. 29%. 





Aı 


wie 
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Anwendung derartiger Substitutionen auf X und # ungeändert bleibt, so Ist. 


wenn die Form 
ZäcAe m 2€3,., 


Ar 4 
übergeht, © =(C. Nun ist aber gleichzeitig auch 


ne ee, 


folglich geht für jeden beliebigen Werth von g die Form 


ScXu-o2X,u, 
A 


2.4 


über ın 


gie ou 
u C, =,Mm 08 5,0: 
d.h. es besteht die Gleichung: 
la-0, ©, a CG—0, 6, a. 
c G—0, C, Me —P, c 
ne ae ne. C, rare Wir 


w. z. b. w. Die Methode dieses Beweises entspricht derjenigen, welcher 
sich Herr Kronecker *) bedient, um den entsprechenden Satz für bilineare 
Formen mit congredienten Variabeln zu beweisen. Es bedarf nun kaum 
eines weiteren Beweises dafür, dass jene Eigenschaft der Determinante 
Co) sich unabhängig von der in (1.) vorausgesetzten Gestalt der Glei- 
chungen formuliren lässt. Geht man nämlich von einem System linearer 
Gleichungen in der allgemeinen Form 


a—n zn 
’ a sııv ._2 I? v no in v 
I. P) a, LI, nn < b, Ä, ’ > uU,X, . < b, A, « a >: d, L, - P) eo 
a] „1 x x x 2 


aus, so kann man ‚‚die Fundamentaldeterminante‘‘ des Systems 
b-ao, b-@0, ... b,-—aleo| 


4, dag, bag, ... bag) 


a b’—aRo: 
als das Resultat der Elimination der Grössen X. X. ... X, aus demselben 
definiren, nachdem man daselbst z,. x... ... x, resp. durch eA,. oX:,... 


oA, ersetzt hat. Alsdann besteht der Satz. dass die Verhältnisse der Üo- 
effiecienten der einzelnen Potenzen von e in der „Fundamentaldeterminante“ 


N 
” 


Vgl. dieses Journal Bd. 68, pag. 276. 
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4.) ungeändert bleiben, wenn an Stelle der z, X neue Variable mittels 
der Gleichungen (2°) eingeführt und zugleich die » Gleichungen (3.) durch 
irgend » unabhängige lineare Verbindungen derselben ersetzt werden. 


Bezeichnet man die „Fundamentaldeterminante” des Systems (3.) mit 


(8. 
Po, so liefert die aus ihr hervorgehende „.Fundamentalgleichung“ 
P 0,= A 0ı —0)\@—P;...\0, 0, > ), Az + a. a;...d 
diejenigen Werthe o,, für welehe es möglich ist, ein Werthsystem X, 
X. ... X, derart zu bestimmen, dass das ihm vermöge der Relationen (3.) wi 
entsprechende Werthsystem der x durch EX. 05. ... 0X, dargestellt wi 
wird. Andererseits liefert jedes so gestaltete zugehörige Paar von Werth- W 
systemen einen Werth von o,, der die Gleichung P(e,) = befriedigt. G! 
Diese bekannten Beziehungen sollen hier dazu benutzt werden, um hi 
einen Zusammenhang zwischen den Wurzeln der Gleichung P(e)=0 und einer 
anderen hervorzuheben, welche ebenfalls in Form einer Determinante auftritt pr 
und deren Elemente sich einfach aus denen von P(o) zusammensetzen. My 
Es seien nämlich o,. oe, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung 
P(o)=0Ö und n 
a u DE Se: Br 
die ihnen entsprechenden Werthepaare der X. Dann bestehen die beiden U 
Systeme von Gleichungen in 
5) 03a =EUX, HERNK=ERX, .... EX = EX; . 
(6) 8LaXy = EbX, EX =EX, ... 8X = EbiXr. e 


Das System (5.) liefert, wenn man jede der » Gleichungen in’s Quadrat 


erhebt und auch je zwei derselben mit einander multiplieirt, folgende 


nn 11 


= neue Gleichungen: 
> r r r > r PP; r | 
eSaaX! X, = 36b,XX.. ... ea, X, = Eb:b, X, X,, 
\ A, Ida dd A,ii is 
(T.) o2a.a,X.X, = F&bb,X;X,, N te DR r 
).,u ( 
oe Zar ta,X; X, = Zu" D,XA,;X,. \ 
I. dd 
n A 2. n(n-+1) ® - . . 
Fasst man dieselben in Bezug auf die ——.— Grössen (X), (A) »-- (A), 
- 
Ü 


XX, MX, ... N,_X, auf, so repräsentiren sie ein lineares System von 


verschwindender Determinante, d.h. die Gleichung: 
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b1) -ota,) (bi) -o(ay)...(b1)-o(a”)\.2b!b;-20a\.a,....2b" b’-20a "a 
(b,) -(@; 
(8.) Rloy=I(b, ’-o(e))- : » 2... Ha ai ra ee 


b\b;-oa,a). 


b'_‚b!-oa!_,a,. 


’ . ) wer i® 4 ir ; . nn ! w 
welehe 11 Bezug auf dıe unbestimmte (1rTOSSe 9 vom Grrade = Ist. 


wird durch den Werth =: befriedigt. Da aber der Index © in keiner 

Weise in (8.) bevorzugt Ist, so repräsentiren 9. 0. ... 9, »n Wurzeln der 

Gleichung. In ganz analoger Weise kann man aber auch dureh Uom- 
n(n-+1 


binirung der Systeme (5.) und (6.) ein System von Ä (sleichungen 


aufstellen, welehe in Bezug auf die Grössen MX. ... X, X. X XXX 
X, ,A)+AX,X,_, Iinear und homogen sind. Zunächst liefert die paarweis 


- 


Multiplieation der in (9.) und (6.) übereinanderstehenden Gleichungen die 


- 


» Gleichungen 


9) em AA, = 26, AA, , Hr ZRR A X = Ib" XiX 


Au 


i 


Ueberdies erhält man, wenn man die erste Gleichung in (5.) mit der zweiten 


in (6.) multiplieirt und dazu das Produet der zweiten von (D.) mit der ersten 


in (6.) addirt, eine neue Gleichung derselben Art. Hierdureh ergeben 


Kr . nn —I u 
sich, wenn man alle Indicespaare erschöpft. folgende weitere Glei- 


ehungen 
2. KH X, HA, X,) = ZU. D(X XL Xi X 


[7 { 2 j 4 14 
A di 
. . “ . . . . . . . . . . . 


pP 0,2 (KAHN, X) = Er (XXX X 


10.) 


i n(n-A) ı -» “ 4 
Die verschwindende Determinante der 5 (rleichungen (9.) und (10. 
ist aber nichts Anderes als das Resultat der Substitution o=o.o, in Rio), 
folglich ist auch o,..0, eine Wurzel der Gleichung (8.): die sämmtlichen 


Wurzeln derselben sind somit dargestellt dureh die Werthe 


01, ©. en en 2 ia 
und zugleich damit erschöpft. 
AR i Ye | .  n(n--1) .. u 2 
Die beiden SVSsteme von Je Pr IMmMearen. homozenen \rieichungen, 
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von denen das eine dureh (7.), das andere durch (9.) und (10.) repräsentirt 
wird, unterscheiden sich in den Coefficienten nur durch die Factoren o und 
führen auf Determinanten, welche in der Form R(o) enthalten waren und 
aus ihr durch die Substitutionen resp. 0 = 0), 0 = 9,0, hervorgingen. Die 
nn 1 


A Unbekannten: 


x ...:. Ei EN ... ax 


an—l 


in 7.) und 


ZI ,.. 20. METER ,„.„. 


n— | 


Ant A,A,-ı 
in ‘9.) und (10.) hängen von den dort eingeführten zwei Indices 4, u ab, 
jedoch so, dass die Reihenfolge, in der dieselben auftreten, irrelevant ist. 
Ersetzt man dieselben allgemein durch die Buchstaben 
tt ra a 3er 
so «lass 
11. 2, =; 

ist, dann lässt sich das oben gefundene Resultat folgendermaassen aus- 
sprechen: 

Satz. Bezeichnen a“, b/ zwei Systeme von je n.n Grössen, indem 
„, «& die Werthe 1, 2, ... n annehmen, dann liefert die Elimination der 


n(n-1) „.. | ’ a 
= Grössen Pru \Piu = Pu,) aus dem System linearer Gleichungen 
2. \ o=a, Pu=Z2bb,p. --- 020 a, Piu = zb 0, Pins 
» „u ; 
gr = il ISSAR Re 
oZa,a,p;. = Zb,b,Ppi.> 
’ aa n(n-1 . En 
eine Gleichung — „ ten Grades in 0, deren Wurzeln o,, sich durch n Grössen 
ei n\ 
9,. 01. ».. 0, derart darstellen lassen, dass 0, = 0,.0, ist - Dem 
5 s = 1...N’ 


entsprechend lassen sich auch die zugehörigen Werthe der p,, «darstellen. 
Fiihrt man nämlich mit Hülfe der willkürlichen Grössen @. ®. ... 6, die 
quadratische Form &’p;.0;0, ein, und ersetzt in derselben die Coeffieienten 


p,. dureh irgend eine Lösung, etwa diejenige, welche der Wurzel o, = 9,.0, 
entspricht, so zerfällt sie im das Produet zweier Linearfactoren 


2 X/0..3X°0, 


» dA 


d. h. eine quadratische Form, deren Coefficienten irgend eine Lösung des 


Systems 12. sind, hat die Eigenschaft, in zwei Linearfactoren zu zerfallen. 








S4 


s] 


di 
hi 
In 


u) 
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Wenngleich die Methode, welche benutzt wurde, um die Relationen 


zwischen den Wurzeln der beiden Gleichungen Plo)=0 und Rio)=0 zu 
erlangen, die Ungleichheit der Factoren von P(o) voraussetzt, so wird die 
Gültickeit des Satzes nicht durchbrochen, sobald mehrere derselben einander 
oleich werden. Man hat, um dies einzusehen, nur die dureh unseren Satz 


oeoebenen Beziehungen zwischen den Wurzeln jener Gleichungen als solehe 


zwischen den Coeffieienten derselben aufzufassen. Die so erhaltenen Iden- 
titäten können nicht alterirt werden, so lange nieht die Determinanten deı 
b! und a; verschwinden. 
$. 2. 
Der nun folgenden Betrachtung wird ein System von linearen Glei 
ehungen zu Grunde gelegt, welches aus (3.) dadurch hervorgeht. dass man 


b; = e.a“ annimmt. wo ® —=1, also e=-+1 oder —1 ist. d.h. 


r4 


r . | - 4 r . . . . 
13. ey 2 a 7 > mE 7 7-9 GP 7 E37 
A / PA 


Trotz der auftretenden ».» unabhängigen Grössen a ist es nach dem G: 
sagten evident, dass das System (13.) kein allgemeines ist, da die ihm en 


sprechende „Fundamentalgleichung 


| | ) 
em —oqa,. EG, 00. :... €4 oa, 
ou / Eh —0m, EM —0G, ... EU. — 
13 a pP 0 — l N di; d; L Ad I od; n' 
ea —oa,, EaU—oA,. .. 2 — pm 


die Eigenschaft hat, eine reciproke zu sein *). In Folge dieser Bezie- 
hungen zwischen den Üoeffieienten von Po) lässt sich ein allzemeines 
lineares System (3.) durch gleiehlautende Einführung neuer Variabeln in 
die Gestalt (13.) nieht überführen. welche dadureh anschaulich sich charakte 
risirt, dass das Quadrat der links stehenden Coetfieienten bis auf den Factor : 
aus dem der rechts stehenden durch Vertauschung von Horizontal- und 
Vertiealreihen hervorgeht. 

Ks mag zunächst bemerkt werden, dass die eigenthümliche Gestali 
des Systems (13.) sich sogleich wieder zur Erscheinung bringen lässt, sobald 
man sie durch Einführung neuer Variabeln 


14.) ze Äand, KS= Sn, LM 
; , 


, 


IV 


N 


\ 


*) Vgl. Kronecker, dieses Journal Bd. 6>, p. 27%. 








60  Rosanes, über die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst. 


vorübergehend zerstört hat. Indem man nämlich die Werthe in (13.) ein- 
führt. gehen jene Gleichungen in folgende über: 
15. Sarnd, =e23.r:,. ... Zar, =eBLairf 
a.üÖ 


2) /., 
welche zunächst die besondere Erscheinung des Systems (13. nicht dar- 
bieten. Man kann jedoch die gewünschte Form wieder hervorrufen, indem 


man aus (15. n passende lineare Verbindungen bildet. Multiplieirt man 
1 


nämlich dieselben resp. mit r;, r/, ... r! und addirt sie, so ergiebt sich die 


allgemeine Gleichung 


ZSal,rir!, =eSa;rir! 5; 
oder kurz 
16.) Zi = ZZ, Zeh = Zi, 
worin 
1%. = SFarir, H=e$airr 
er ur 


gesetzt ist. Ein Vergleich der rechten Seiten in (17.) lehrt ohne Weiteres, 

dass zwischen den Uoefficienten s und f allgemein die Beziehung besteht 
=, 

d.h. das aus \13. durch Anwendung der Substitutionen |14. hervorgegangene 

System 15.) lässt sich durch lineare Zusammensetzung so umformen, dass es 

wiederum die Gestalt der Gleichungen 13.) besitzt, wie die Gleichungen 

16.) und (17.) darthun. 

Es ist als die charakteristische Eigenschaft des Systems 13.) her- 
voreehoben werden, dass seine Fundamentalgleichung eine reeiproke ist. 
Ausgehend von der allgemeinen Form 3.) eines Systems linearer Glei- 
chungen lässt sich unter der Voraussetzung, dass P.o)=0 reeiprok ist und 
verschiedene Wurzeln hat. und nieht gleiehzeiig +1 und —I unter den 
Wurzeln auftreten, zeigen, wie man mit Benutzung der Wurzeln 9,...0, die 
Gestalt von 13.) hervorbringen kann. Unter den eben gemachten Voraus- 
setzuneen giebt es bekanntlich » verschiedene lineare Formen in .r, welche 
mit dem ihnen entsprechenden bis auf die constanten Factoren g,...0, über- 


einstimmen,. d.h. man kann alsdann die Gleichungen auf die Form bringen 


n} v 1} v > > zn = .. any ‚" » — y' » 
n6,T, 0,2C, As _ (,L, it 9Z0,ÄA,, ir 3 _ „I, — SS CGA,, 
5 2 P z 


i 


wobei die Wurzeln o in der Weise angeordnet seien, dass 0,0,,., =+] 


ist. für ö=1. 2, ...n. Um diesen Gleichungen die gewünschte Form zu 


Dur: — 


eben, multipliei 


rt man diese:ben resp. mit 





wi 


res 
be; 


re 


N 


Wi 


Im\ 


ne 


me 
ı 
oh 
ch 
(3] 
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2 Are; ee AHRENS E IENEE 27, 


worin die Grössen r zunächst ganz willkürlich sind, und addirt sie. Das 


resultirende System werde kurz durch 


Zu = EN, TEE Se 
2. v z 


bezeichnet. wobei 


Erde id, Force 


> 
+ 9 v4 „ fr C, 
A 


gesetzt wurde. Führt man nun noch in e“ an Stelle von 3 den Ausdruck 


n+1-—-ı als neue Summationsvarlable em und setzt an ihrer Stelle wieder 


). dann wird 


und die gesuchte Relation des Systems 13.) wird hier erfüllt, sobald die 


noeh unbestimmten Grössen r,...r, derart beschränkt werden. dass die Re- 
latıon stattfindet 


Our1—1 Far ) ei, = RE NN 


was in hücksicht auf die Gleichung ,0,.,-, = 1 keinen Widerspruch 
involvirt. 

Ein System von der Form (13.) werde ich künftig „antisymmetrisch“ 
nennen. 

$. 3. 

Der eigenthümliche Aufbau des Systems (13.) ist besonders dadurch 
merkwürdig. dass er geeignet ist, eine wichtige Eigenschaft desselben fast 
ohne Rechnung hervortreten zu lassen. Indem man nämlich jene Glei- 
chungen mit z,. ©, ... x, resp. multiplieirt und addirt, ergiebt sich die 
Gleichung 

15 302,0 = Sad, cz. 


In gleicher Weise liefert die Multiplieation mit X,, X». ... Ä, 


a SS hm any 
19. Er (dl, 2 x Ä fi CE a’ X, X . 
P4 zu, 


Die beiden bilinearen Formen FYa’r,X, und NYa’r,X, unterscheiden sich 


von einander nur durch die Bezeichnung der Summationsbuchstaben: es 


tolet somit aus 18.) und (19.) 


242,20 = ZA X,, 
u.h 


u., 





62 Rosanes, über die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst. 


d.h. vermöge der Relationen 13. wird die quadratische Form 


’% 0 
10 m Le 5% » > I F } 
al BE 1 Fi ER a 


ın sıch selbst transformirt, oder ein antisymmetrisches System hat die Eigen- 
schaft, eine gewisse allgemeine quadratische Form f(x in sich »selbst über- 
zuführen 

Lineare Substitutionen. welche geeignet sind eine allgemeine quadra- 
tische Form in sich selbst zu transformiren. hat zuerst Herr Hermite in seiner 
berühmten Abhandlung „Theorie des formes quadratiques” dieses Journal 
Bi. +7 p. 307, unter Beschränkung auf den Fall dreier Variabeln studirt und 
zur Darstellung gebracht. Substitutionen dieser Art werden im Folgenden 
kurz als Hermitesche bezeiehnet. Von dem System (13.) ist oben gezeigt 
worden, dass es ein Hermitesches repräsentirt. Da im Weiteren der Nach- 
weis geliefert werden wird, dass auch umgekehrt jede Hermitesche Sub- 


stitution, nach Ausschluss eines bestimmt angebbaren Falles. auf jene cha- 


rakteristische Form gebracht werden kann. so kann darnach der Begriff 


einer „FHermiteschen Substitution” mit dem eines antisymmetrischen Systems 
insoweit als äquivalent angesehen werden. 

Es ist bekannt, dass jede lineare Substitution. welche die Eigenschaft hat. 
eine allgemeine quadratische Form in sich selbst zu transformiren, auf eine 
reeiproke Fundamentalgleichung führen muss *). Stellt man diejenigen Glei- 


chungen auf, welche den direeten algebraischen Ausdruck jener Eigenschaft 


*) Vgl. Cayley, dieses Journal Bd. 50. Es ist dieser Satz überdies eine Folge des 
entsprechenden Satzes für die orthogonale Substitution. Sehr einfach lässt sieh die 


Richtigkeit folgendermassen einsehen. Wenn fr) = f(X) ist vermöge der Substitution 
i of(x)) of(X) ö | ev 

x; = 5b X,, und man setzt ze, I\ — —l;,, dann bestehen die Glei- 
. Z Or, oX 

chungen U Sb’u,. Da jedoch die »,; und U, nichts Anderes als lineare Funetionen 


74 
der x. X sind. so ist dieses System nur eine veränderte Form des zwischen diesen 
Variabeln bestehenden. Die beiden Fundamentalgleichungen. deren Wurzeln demnach 
übereinstimmen müssen, sind aber resp. 


b'—o, bi}, b\ b’o--i. b,o, b'o 
Br; b,—o, b} —=(. b’o, bio-—1. big 0) 
". b}, b’ — 0 b’o, b,o, b’o—l 

und unterscheiden sich somit im Wesentlichen nur dadureh von einander, dass o an 
) : IM 

Stelle von getreten ist, w. z.b. w. — Vgl. hierüber auch Bachmann, dieses Journal, 
Wa - 


Bd. 76. pag. 331. woselbst die entsprechende Beziehung an den Coefticienten der Fun- 
damentalgleichung direet nachgc wiesen ist. 





ou 


um 


de 


de 


Si 
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1 


repräsentiren, so möchte es scheinen. wie wenn hierfür die Erfüllung mu: 
iner Bedingung erforderlich wäre, während doch die Reeiproeität jener Glei 
einer bedingung eriToraeriich Ware. anrend doch die Keciprocitat Jen r\el 
chung eine orössere, mit den VWariabeiln stets wachsende Zahl von Bedin 
ouneen mit sich tührt. Es se] eine beileb rE Substitution verceden 


P4 


2U0 2: = EM A, ui... 


4 Ku ou 


und es werde eine quadratische Form 


— 
IV 
I 
a 
\ 
zw 
N 
— 
>» 


Pxi = Pix 
derart zu bestimmen gesucht. dass vermöge 20.) identisch 
.) D . z > 
21. f 4 of A 
ist. wo o eine unbestimmte Grösse bezeichnen möge. Im Folgenden werde 


ich die abgekürzten Zeichen einführen 


\ S Pat; 3 | = 4 L 


»)» “ 
IZy,f.e) = S&a,f.[y)=f(z,y) = Fp.8.HY; 
f # y 


derart. dass 


In eonsequenter Fortführung dieser Bezeichnung werde ich auch ganz allgemein 


Zp,bi=f,(b"), Zp,bi=f.(b, 
\ 
23, sb; f,(b" zp,.b,b; f b",b fib’,b# 


5 bi f,\.b, 22.60b,=fib,.b, f\b,.b 


setzen. Ausserdem wird öfter von dem von Herrn Kronecker eingeführten 
Zeichen d,, Gebrauch gemacht werden, in der Weise, dass 


24. Ö ze | N) e\ Hir y h. 


Ersetzt man nun in (21.) x durch A aus /20.) und vergleicht die Uoef- 


fieienten der einzelnen Glieder auf beiden Seiten. so ergeben sich folgende 


Bedingungsgleichungen: 


DW) 


(25.) f b',b od. fib,b OD, fib*, b’ 0P,: 
deren Bestehen umgekehrt die Identität (21.) aus den Gleichungen (20. 


zu folgern gestattet, d.h. eme Form f(x) liefert, welche sich bis auf einen 
n(n 1 


eonstanten Factor reprodueirt. Eliminirt man die _ linear auftretenden 
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Grössen p,, aus (29.), so ergiebt die Gleichung 


(b)—o, (bi), Er a 


(26. S(0) = | (b!\°, ro i ı 2.’ 0 


(F; 


n(n--1 
‘) 


Wurzeln für o, deren jede o, vermöge der Gleichungen (25.) die 


Coetfieienten p,, einer Form liefert, die sieh bis auf den Faetor o, wieder- 
erzeugt. Es ist daher hinreichend, dass S(l)—=vV ist, damit eine quadratische 
Form sich identisch reprodneirt. Es genügt jedoch die Bemerkung, dass die 
Gleichung S(o) = 0 aus der Gleichung (8.) durch die Specialisirung a, = 0, 
hervorgeht, um aus dem am Sehlusse des $. 1 ausgesprochenen Natze zu 
erkennen, dass jede so sich ergebende quadratische Form die Eigenschaft 
hat, in ein Produet zweier Lineartaetoren zu zerfallen. Die auf diesem 
Wege erhaltenen quadratischen Formen sind also keine allgemeinen, sondern 
derart, dass ihre Determinante nebst sämmtlichen Unterdeterminanten bis zu 
denen dritten Grades verschwinden. 

Mit der Allgemeinheit der in sich selbst zu transformirenden Form 
wächst die Zahl der durch die Substitution zu erfüllenden Bedingungen. 
Ks ist soeben gezeigt worden, dass nur einer Bedingung zu genügen bleibt, 
sobald man Formen zulässt, deren Unterdeterminanten bis zum dritten 
(rade verschwinden. Die Zahl der Bedingungen steigt auf zwei, wenn di 
Unterdeterminanten nur bis zum fünften oder auch vierten Grade Null sein 
dürten. Ueberhaupt, sind die niedrigsten verschwindenden Unterileterminanteı 
vom Grade 2r oder 2r+1, so bleiben r Bedingungen zu erfüllen. Formen 
niederen Grades können darnach als Specialisirungen solcher von höherem 


oewisse Anzah! von Uoeflleienten 


Le) 


(Grade angesehen werden, worin eine 
Null geworden Ist. 
S, 4. 
Zur Vervollständigung des (resagten tehlt noch der Beweis. dass 
und in welcher Weise eine Hermitesche Substitution in die antisymmetrische 
(Gestalt gebracht werden kann, welche durch die Form (13.) detinirt ist, 
wobei e= +1 oder —1 sein darf. 
Es sei zu diesem Behufe 


2) Pasänz., Men, 
74 


eine quadratische Form der Variabeln m... -, von nieht verschwin- 


ni 


« 





d 
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dender Determinante und 
28.) en EbX,. | ) n 
eine Hermitesche Substitution derselben. d. | 
y. fi fÜX 


Der bekannten Methode Hermites analog werde x, mittels der Substitution 


29°, x, +EÄ 


Ii 


dureh 5 ersetzt. WO & =] Ist. Dadurch 


(30.\ Ya. h. 
f($) = 2eflE, X) = 2 EX, fı($ 


Es mögen für die Folge die griechischen Buchstaben 5% allgemein die dem 
lateinischen System 53 entgegengesetzien rrössen in der Weise bezeichnen 


e> 


dass die bekannten Gleichungen stattfindeı 


1 5b’ Ö, R vh nn Ö, 
wo Jd,, das in (24.) eingeführte Zeichen bedeutet. Ersetzt man in (28.) .r 


durch 5, so ergeben sich » lineare (Grleichungen zwischen den S und X 


>) 


(, 5 ES 
und als deren Auflösung: 
32 A, = Sy;$,, 
worin 
b' . Ed, C, 


gesetzt ist, und die Grössen y zu den e in derselben Beziehung stehen, wie 
die 3 zu den b. Die Einsetzung des »efundenen Werthes von X, in (30 
liefert die Identität 


fO-REYEHO=-REEfEy)=RLsHfly) 


und die (rleichsetzung der Üoeffiecienten von 55 links und rechts die 
nn +1) 


= Itelationen 


Journal für 
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Dieses bemerkenswerthe System von Gleichungen wird nun in folgender 
Weise verwandt. Man multiplieirt die Gleichung (32.) Inks mit £(Y)-+[,(7”). 
rechts mit &.p,, und summirt nach 4. In der hierdureh resultirenden Gleichung 


IUNKAERTIK = Zr 


ersetzt man & dureh semen Werth z-+8X. und schreibt links © an Stelle 


von 4. Dadurch ergiebt sich 
34) SE NASE) X = SAX, yıteScf(y 
oder schliesslich: 
3) Zuf.lv) = SA, fly”), 2—= L,.2,..0 


wodureh die Hermitesche Substitution (20. in die Form (13.) gebracht ist *). 


Je nach der Wahl von & in (29°. kann man so jede der beiden Arten der 


antisymmetrischen Form hervorbringen. Ist aber für einen Werth & die ent- 
sprechende Determinante 

C=F+a0...=(, 
d.h. ist Fe Wurzel der Fundamentalgleichung von /28.), so kann man in 
35. nur zu dem anderen Werth von e gelangen, da sonst der Uebergang 
von 31°.) zu (32.) unmöglich wird. 

Ueberhaupt illusorisch wird die Methode, sobald C für beide Werthe 
von & Null wird, d. h. sobald die Fundamentalgleichung sowohl +1 als —| 
zu Wurzeln hat. Dies tritt ein. sobald bei geradem » die Determinante 
=+b!b:...b" den Werth —1 besitzt **). 

Es mag noch erwähnt werden, dass eine Substitution, welche f(x 


in of X überführt, auf die Form gebracht werden kann 


az, voS@ÄA,, 
14 74 
wobei jedoch der Fall 
=+cdea..d=0, d=bi+yod, 


ausgeschlossen bleibt. 


IL 
= 


Weiss man von einer Substitution. dass sie eine Hermitesche ist. so 


ist die zuerst sich darbietende Frage: wie findet man eine zu ihr gehörige 


um 
Ä 


Vgl. die kürzlich erschienene Note von Hermite, dieses Journal Bd. 78, pag. 525. 
Vel. Baltzers Determ. ®. Aufl. p. 182. 


a \ 


u 
(1 


\ 
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7 


Form f 2)? erselben entspricht die \utgabe. eine Substitution. 


man weiss, dass sie in die Form des Systems 15. gebracht werd. 
wirklich in diese charakteristische Gestalt überzuführen. bei «diese 


treien RR lineare (Gleichungen von ebensovielen Unbekannten 


denen jedoch ein Theil unbestimmt bleibt. wotern überhaupt eine 


ws 1 0 a . . 1 1 . 1 
bare Lösung vorhanden ist. Ich werde mich jedoch mit deı 


dieser Aufgabe hier noch nieht beschäftigen, sondern eine specielle 


trachten. welche ebentalls wichtige erscheint und eine ejevan 


orestattet. 


selbst 


"On 


«ei y 


1 1} 
Denalkıll 


k 





au 


de? 


2 kKAnn. 


ii 


‚N 
tel 


Zu einer Hermiteschen Substitution gehört eine Anzahl selbstständig: 


quadratischer Formen und damit zugleich jede aus ihnen linear 


vesetzte Form *). Es sei nun eine Form fix, der Gruppe bekannt: 


kann man aus ihr mit Hilfe eines einfachen Processes weitere 


leiten. Derselbe beruht auf foleendem bekannten Fundamenta 


zwisehen den Grössen &..&%. ... S,: 2. 2... 2, die Gleiehun 
S ar3,, S ars 
und „leichzeitig zwischen zwei anderen Systemen an. ... 


(dleiehunzen von der Form 


U . BR: r, Ga ’ s N ae u 4 


statt haben. dann besteht die Identität 
36. us +5 
Wenn nun aus den » Gleichungen 


937 ” i . 1 .) 
3. u = BB A,, = 2... 0 


die Relation tolgt 


f(x f'X 


"i 
u 


ZU 


dann bestehen zwischen den Ableitungen. wie oben bemerkt. 


lineare Gleichungen. Bezeichnet man nämlich 


*) Für den Fall dreier Variabeln besteht die Gruppe. gzeometrisel 
aus sich doppelt berührenden Kegelschnitten,. wie Her aa e bemerkt hat. 
Variabeln tritt eine zweigliedrie 
vier Geraden 


el 
A ‚ein hahı en (Ve r], N hrüöfe dieses ] urnal Bd. ni 


ıYı IPPe von Flächen zweiter Ordnun Q 


\ 


Iyı 11% } 
ill ia ] 


all 
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fx ı OICE. 


OX%, 


’ of(X , 
f; X I = mit Ur. 


mi %;,, 


Dr 


iv 


5 


U=.Ebe,, TE 


Ä 


und es ist nach dem Vorausgeschickten evident, dass (die beiden Systeme 


ne ) ‘ ) . \ - ’ 4 P } . r ı 1} \ sy’ a ac 
37.) und (38.) die Gleichung f(x) =f(X) nach sich ziehen. Aber diese 
Relationen eestatten zugleich die Herstellung einer anderen Form, welche 


sich ebenfalls reprodueirt. Bezeichnet man nämlich 


Sb,z, mit $&;, 
au. A, mit 23, 
so ist vermöge (31. 
4 u Ei E 
= 


dies ist ein System von ganz gleicher Gestalt wie (37.) und liefert somit 
eombinirt mit (38.) unter Anwendung der Formel (36.) die neue Gleichung 


oder wenn für & 2 die Werthe snbstitmirt werden 


a) Z&b,r, + fle) &b,2,4+..+f,(e)2&b;r, 
4 


P4 P4 


\ 
= fh (A)Eb.X, + (A) E66, X, + +f, MEXX, 


Pr 
A 


d. h. wenn man die linksstehende quadratische Form mit 4f"’ (x) bezeichnet 
40) Pla) = PN. 


Gleichzeitig mit f T seht somit nothwendiererweise eine zweite, leicht her- 
stellbare Form durch die Substitution 37.) in sich selbst über. Die Coeff- 
eienten derselben sind Iimear sowohl in Bezug auf die Coeffieienten der 
Substitution, als auch in Bezug auf die von f(x). Setzt man 


(1) 


19 


een, er 


A 


pi 


12 


pi’ = f,(b,)+ fı(b,). 


Dasselbe Verfahren lässt sich auf fÜ’(r) anwenden. wodurch man 


f”’ıx) erhalte, u. s. f. Offenbar ist der Uvelus geschlossen. sobald man zu 


Aal 
H 


he 


F 


. % 
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° D 1! 1 1 . ] . . I . { \ 1 4 
einer F orıu / x) eelanoet. weiche aus den vorangehenden di keihe sich 
‚ ” N ’ I: \nrtfil . 2 ) . ' 
Iinear zusammensetzen lasst, ua die "“ortführı 1 (ES P’rocesses alsdann mu 
h . ». ° 4 Bm ° > N a. '. N 7 . » == LE f 
noch auf Formen führen kann, welche der Gruppe der r ersten f, f, / 


angehören. Ks verdient übrigens bemerkt zu werden. dass die Ilerleitung 
dei Form fi" I dureh das Verschwinden der Det 'minante TEITE IT 

Unterdeterminanten von f(x) nieht gestört wird. Es bleibt demnach de 
angegebene Process aueh dann anwendbar. wenn die Substitution kein 


Hermitesche im strengen Sinne ist. sondern nur eine oder eine Zahl 


sonderer Formen in sich selbst transformirt. An Stelle reend ey 
Form f(x) der Serie kann man ebensogut eine lineare Verbindung d 

selben und der vorangehenden. d. h. irgend ein Element der Gruppe 
f,f’....f”) setzen, der Charakter der folgenden Glieder der keihe wird 


dadurch nicht allgemeiner. 

Nachdem die merkwürdige Beziehung der Form ff’ (x) zu deı 
Form fix) einmal erkannt ist, bietet sich von da ab noch ein zweiteı 
Wee des Fortschreitens zu weiteren Formen. Bedenkt man nämlich. dass 
jene Methode ein allgemeines Mittel bietet, um aus einer quadratischen Form 
und einer zu ihr gehörigen Substitution eine zweite Form darzustellen, dass 
es ferner zu einer Form eine mehrfache Manmnietaltiekeit *) von zurehöriven 
Hermiteschen Substitutionen ziebt. so bieten sich zwei Arten des Forteanves 
dar. Entweder werden immer andere quadratische Formen mit der einen 
verebenen Substitution eombinirt,. oder umgekehrt. man hält fir) test und 
verbindet sie mit immer neuen Substitutionen. welche zu ihr gehörig sind 
DD 


Der erste Weg ist oben eingeschlagen worden. Die Benutzung des zweiten 
ertordert die Herstellung neuer Substitutionen. welehe. zueleieh mit der ve 
ebenen. f Mr In sieh selbst überführen. ie einfachste \lethod: besteh Il 


der Wiederholung der Substitution. d. h. darın dass man in die Gleiehnneen 


# 


on Zu 


für die 1 neue ebenso vestaltete Ausdrücke In anderen \arıabi In einsetzt 


Durch mehrfache Iterirung und Wiedereinführung der Grössen X ergiebt 


Das System file) - Zt T, f(Ä)+ 3 T’X,, won ! —-r 0) ıst, repräsen 
Bi . ’ ni n(n | u. 
tırt nach ı15.) eine Hermitesche Substitution von f(x) mit den = willkürlicheı 


Grüssen T“, 
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sich folgendes System von Substitutionen 


,=2b6,5A,=-230ÄA,;, 


\ zu. l. 
\ 
'x ZEBEFA = SEA. 
4 1. ir. 14 
j° Ebbbb X =ScX, 
z/.1mM 


welche sämmtlich die Eigenschaft haben, zugleich mit der ersten, fix) in 
sich selbst zu transformiren. Nach demselben Gesetz wie f'’/x) aus den 
('oeihieienten b, kann man daher eine Form gr) aus den ec, bilden, d. h 


zugleich mit den Formen fix). fx) geht auch die Form 


f r Sc) x. | E r Sci; a 4 r ZT; a y) r 


in sich selbst über. Dasselbe eilt von 
(2) Zd,c; + fe) Edi, + p) (x 
Wenn man ga) = f(x) annimmt, so stehen sieh somit zwei Reihen von 
Formen 
BR: #5 #8 
h 9, 9; 
gegenüber. Es ist jedoch leicht zu zeigen, dass eine wesentliche Ver- 


schiedenheit nicht besteht. >So ist vermöge 39". 


cf'V)(z) of!)(x 
(2) k L \® J x l R « j y > £ ' 
f 1 - Sb,z, Sb,z, E” 
Or, x ( DL, p, 
» > 1) 
oder wenn man ... aus 39“) ersetzt. da 
OXL, 


of Shif(2\L N n.bir 
2 — nf: I r—P)} I), %, 
7 


OL; 
Ist: 
f(x Ss f(z)bb,2,+ 2 pıb,r,bi,, 
uk : PLAT 
<f 2).2,65b,+<Zfib,,b)z,z, 
dd 4, 


Da aber die 5b, Coeffieienten einer Hermiteschen Substitution von fr) sind. 


so besteht die Itelation (vgl. Formel (25.)) 
FR.) =... 


ferner ist nach (41. 


Ehbb e 





fol 


N 


Su) 


N 


U 








Rosanes, über die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst 


folglich wird 


d.h. nach obiger Bezeichnung 


,f' (€) a: f T 

es ist somit 9° der Gruppe der f angehörig. Im Allgemeinen stellen sich 
jedoch die Formen der Serie g etwas einfacher und ihre Bildungsweise ist 
insofern übersichtlicher, als sie aus ein und derselben Form f(x) und den 
(‘oeffieienten der iterirten Substitution gebildet sind. Die Beziehungen deı 
Funetionen g hängen auf diese Weise innig mit denen iterirter Substitutionen 
zusammen. 

Die Specialisirung der hier gegebenen Ausführungen für die ortho 
eomale Substitution ergiebt sich, indem man die Coefficienten der zu trans 


formirenden Form fix) 


Pa: Ö,; 
setzt. wodurch fiz) = Fr, wird. Wendet man diese Werthe im &. 4 an 
so wird. da alsdann f;ix) = x, ist, somit unter Beibehaltung der Bedeutung 
von bi, ch, y aus (59.) 
(42) yiıtr: &d), 


und die charakteristische Form (35.) wird für die orthogonale Substitution 


PIE A, nm Ä 


„w@ “) 
‚ 1. 


f} ıE l. —. ... 0. Mt 


welche eegenüber den Gleichungen (35. oder (13.) noch die Besonderheit 


= 


4 
Hin l 


hat. dass (die n (arössen 4 Im Wesentlichen nur auf z In Kole On 


+2.) sich redueiren. Die (sestalt dieser (‚leichunsen lıetert mit Hilfe des 


einfachen in $. 3 eingeschlagenen Verfahrens sofort die Relation 

eu t+n+- X, + A 
und veriMeirt So die Annahme ohne alle Rechnung. wie sie hei de 
wöhnlichen Darstellung erforderlich erscheint ** 


Die in diesem Paragraphen gegebene Methode der Herstellune neue: 


Formen aus einer einzigen liefert hier das einfache Resultat: 


Vel. Veltmann, Schlömilehs Zeitschr. f. Math. u. Phys. XVI pae. 523 
”*) Zugleich ist damit die Umkehrung der Cayleyschen Darstellung zereben 





—— 


iZ 


Rosanes, über die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst. 


Ist = $85b,X, eine orthoronale Substitution und bezeichnet 
aus ihr dureh It 


man 
eration suecessive entstehenden mit 


Beh, BEE, 
so gehen zugleich mit der Summe der Quadrate x auch die 
Formen 

&b,2;2,. Er. 
dureh die gegebene Substitution in sich selbst übe: 


Breslau. Oetober 1874 

































Ueber das simultane System von drei ternären qua- 
dratischen Formen. 


I \ ' ] f’ ß rI\N:s ] . 
(Von Herrn 8. Gundelfinger ın Tübinzen 


D;. folgende Arbeit ojebi zunächs Absehnitt |] ie Ableituno 


® 1 | > ı . 1 | .. . 1 ) 
noeh nicht DeWwiesenen rWeDNISSC (C> Hirn. flermite iiber fF\ DISche Larstelll 


dreier ternären quadratischen Formen band dd dieses Journals pag. 371—979 
. 1 + u. - L 1 ’ 7 1.‘ . 2 

Dabei werden die Uoeiheienten der ternären eubisehen Form. a Ar 

Differentialquotienten die gegebenen Kunetionen bei Kinführung von 


wissen neuen Veränderlichen erscheinen. in einfacher Weise dureh 

1 1 I - . | ,:: ®» Cr N ö . u 11 

damentaie Inmvarlianten ausgedrückt. Sotdlanıı wırd Abschnı 1 ern 
| n 


In» 4 sahne nr stell ne e en a or .. 
der typischen Varstellung der Formenzusammenhang des SVstens „en 


ererindet. indem fast jeder Satz iber ternäre eubische "ormen 

. I in Ionn 1 En km +1 Zu ö I +» j , . \ ' 
entsprechenden tur Aareı quadratische dndertalen 1a>ıt. 30 errienh! el 

. . 1 rpm Ze .. re I . Mn 

spielsweise das Lheorem,. dass sämmtliche Invarlanten des >vstems 
Uombinanteneleenschaft Fallze Funetionen von zweien derselben sind en 
4 1 “ 1 . ) ” * . 1 ı 
Schluss (Absehnitt IITD) bilden einige Anwenduneen auf das Flächennetz 


zweiten (srades. 


I, [ eher die typische Darstelluns des Hrn. MH. rnit 
s seien 
f ie; Yf d,,7, 2a, 4 OK VE han u / ARE v2 AT X Ad.X 7 nn 
1. A ABB p ) b, r 2b, 2,054. h..x. 7 h 
(3) .,y (>) : z -) J z . ' 
f Mi F Yf C,,d 1 At ze .d ... { En . ( e 


veeecbenen Funetionen und 


die drei 


Iv 


5 op!) og‘! y ) 
IND = 24 FF u = Nd®al+2ND nn, +++ NP z 


| Or, OL, 
3) FR op) og) (3) u 
N = T U; : V7 rc, ZN’ x, 2 MH. Ni’ ır, 
07 OL 


*) Wir werden im Folgenden jederzeit die Abkürzungen anwenden 
4.=axz, +a27,7ra,2,, a az, ta, x, ta, x (abu Na b,n.)ete. 


l 1 > 2 ) ) us 


Journal für Mathematik Bd. LXXNX. Heft ] 10 








14 Gundelfinger, System dreier ternären quadratischen Formen. 


die Polarkegelschnitte der Geraden #, in Bezug auf je zwei der g. Die 


Jaeobisehe Form (d) und die Hermitesche (0) sind definirt dureh 


og) og) oy®) 


>. () + — OR 30,181 8» Lese: - (> 
- 08, .:00,| Os, u He 12 
und 
(3° Na; + NDa»—2 NP a, + NVOa,+ND a, —- Ndan,— NVday)uia-t 
L, (N c3, + N co. —2NP a,,)% 
| :+tabu)(acu) (beu 2 (Gnli + 99n +) = 2u,,. 


ie beiden letzteren gehen, im Falle die 9’ die partiellen Differential 


quotienten einer und derselben eubischen Form 


ver AL, KIT or, 
d.h. im Fallı 
. Ä ( ER of 6, 
(9.) u 1-—-, "=1- 
o OT . O2, « { Tr. 


eenau in die Hessesche Determinante 7 und in die Contravariante X 


4 » .. nd } 
der Form f über, indem alsdann 


|... 94 9 3% 
die ae FE EZ 
6 oo, 02, 02 
und 
so —= bilmau) (Inu) (mnu)l m,n; 
Ima)lna)mnu)(l,m,n, — lım,n,--:*-) 
Ima)(lnuimnu)(lmn) 
wird 


Die einfachste simultane Invariante von 6 und Ö nennen wir 
(6.) t= (lt Ida + "60,30, 
so dass beim Bestehen des Systems (D.) f vollkommen übereinstimmt mit 
der Invariante T der Form f. 
Wir setzen ferner 


si; ı o 0 Oo 0 


U, > \ > (ı; j 2 do N PER . 2 a} G,M, OH. -034; ), 
\ SR ou, ou, ou; . Kr er 
u 7 0’0 ok ( 0 I 0 J Ä 
7 l u - ı( 2 b,, N > r b» pe - r Du} Pill N BILL r PP; U; . 
-Nxou, ou, OU, OU, / PY7 


) 
| _ı[ 20°, 19_I0 | ge. N\ Ä 
U,= Cut: entre + ey 


i , -- i 19 1 ar 3) - YıYdı T Yo Hs ir ‚U,. 
s OU, cu, ou ou, d ac 


DV 


*) Die Bezeichnung der Invarianten, Covarianten ete. einer ternären eubischen 
Form ist hier vollkommen dieselbe, wie in der Abhandlung von Clebsch und Gordan 
ın den Math. Annalen Bd. VI S. 456 ff. 

*#) Für den Punkt U, = 0 folgt hieraus die geometrische Deutung: Jede Gerade, 
deren Polarkegelschnitt in Bezug auf o —= 0 conjugirt zur Curve 9) — 0 liegt, zeht 
durch den Punkt U; —= 0, und umgekehrt. 
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Gundelfingen : System dreier ternuren quadı atıschen Formen 


1» 1* % . En RER BI - | | ‚+ int Pımı 
und dıe aus dIesen 11Ncalfel (ontravariıanten eebildete I’CTENIILN: 


h ’ 
E R +0 I), 'Y { 
‘ / 
Mabei sind die Definitionen so gewählt, dass | U,. U. unter \ 
1 ae‘. r heziehn ne» ET ıhero nr e « Sa, Q,, 
(P1 NEeIATIONEN .e). IE ZIENUNYOS WEL ir rer ii 4 > U 7 
Ei I_ .) rr um > \ r l-ın rlı EyaT j 11 } ı\ Y4 3 N 
SOLL | GıPay3 ll N) . Man Nedilll Tal [ | I 111 N) =! | l 
’ m ‚ . 1* 1 
K;s IST nämlich symbolise E 
r .) (> 1 en Ää ‚ f 4 nn / j » 
L BY] n Lada) Aacad DeA den \\aba ea FR aba Acad 
® l I 4 , 
CH (td leder dit Deiden ersten \ | et - 14 
' kan %3 
\ETzte 1 ) 
_- 1 2‘ 1 y ! 
et { 12 (aba «ca Den 
und ähnlıeh 
B [ 1 heh hal: CHA). H | r efli eh sh 
1? in 17433 { .r | 1; ‘ f oth r a7 aıyı (1) : ı71) n 4 n / 
petit ULe! O1 11 i , (\ ii \ ui IT ICH TI il / 1} Be ! /l j j 


man auch: 


Betrachtet man diese linearen Uontravarianten U; als neue Linieneoordn 
und führt demeemäss NEUC Punkteoordinaten \. dureh die t anspolll Sm) 
stitution ein: 

(9.) r a: A, +9.Ä Mn. =1 2.3 


so eeht die Form g°’ über in 


Fe 
- 


p‘ (zer) p' (aa), | 2 (aP)A x nd D ’ / ar X «h \ \ x 
worin 


TR, a4.,0, + 2a,0,053-+ + Ay ( 


go} Si (a, A200 + A, 0,) P,;eic. 


Es ergiebt sieh dies unmittelbar aus der bekannten Identität 


,2 gr x 
( / OO 2 ( N a: u DI 
os 02% Or 07, 02,0%, 


*#) Vertauscht man im ersten Term « mit «', so folgt 
Cabu)(aca')(bca’) —= 4(aca’) \(abu) (bca' abu)(bea 
ı(aca')(aba')(beu 
Ganz ebenso wird: 
(acu)(aba')(bca', i(aba')\(bca')(acu) bca)(a’cu 
ı(aba') (aca')(beu 
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Ks lässt sich beweisen, dass die $ die partiellen Differentialquotienten 
der ternären eubisechen Form 
(9) f fi Ä, “ Ä,. X,) — Ä, pp" } A, ‘ 4 N, dp ) 


nach X,. X, und A, sind. Setzt man nämlich 


10) am) =7= N Erna) Hy (Etnya)+g9 (Erz aß,), 
so wird vermöge der Substitution (8.) 
(11) = sf(X,X:.ÄX;) 


und somit nach der charakteristischen Eigenschaft der Polaren für beliebige y;: 


RER. SE... If vv, ff y,Ify) 
? 1 + Fr - ? a - ? r s - } e- > )} D r > 
12 OX, yın or, 97 Or, 9; 2 Mi oX, 1 ) 
\ u \ of h of of 
= \ 13 Ar\ L [ Ay |_ { N 
X yp7)+ IX (yya)-ı ÖX ya). 


> 


Durch die Annahme y, =. p =, y, = a, folgt hieraus 


of 03 O3 07 
s / er Bu. Be, 
oX OX. 0%, or, 
nn 1) r\ 
og‘ / og‘ ) > fi g' ) 
(1) a I » a, %"' ] „Ar %y' » \ %y' 
(aA) +EhY)E: = —- 0 +(zyvo) >. o+-(zaß)E .. 
[ 177 Pi | / ru Pi dr 
g « . .. . u... » . ı) * 
(etr. (10.)) oder, mit Riüeksiecht auf die Kelationen 
ah ant2) Yr(1) "Irg.(3) Jyr(?) 124/33 
13 — 0% 2. 0% 2 „= op . .; f . „oO, _ „of I#\, 
\ = 7 N Or [ ’ / ox, „® / Or. Ü OX 9) OX, fi ; — or | ; ) . 


np J | / n) 1) ii) N 
of PR Br (°F (0 .) \ „og 
» — 1 Mn  /S Ay | _ »Aasy (4 \ - » » 77 %“ Ar 
5 or Z—. Ss f l 46 [? fj j As OX, 154 ) T | f] ( 4 Km Ox. [Pi ] I G | PP: ox / ;)- 

a jedoch die Summe der drei letzten Produete auf der rechten Seite 
dieser Gleichung identisch mit 2 (@aPy).y“ = 
of 

/ u 3”, 


2sy‘’, so hat man: 


OL, 
Indem man in ähnlicher Weise die y, gleich den /, oder y; setzt, erhält 


man das Theorem: 


*) Es ıst nämlich: 
aca') (aba’)(beb')b = ı(beb')(aca’) }Xaba')b - (ab’a') b.\ 
— 4(beb’) (aca') }(b’ba’) a, -+ (abb’) a’ } 
- (beb') (bab')(aca') a , 
d.h. wegen (7. 


Im!) Im?) 
un op 2 of 


; [v7 Ss — a, ete. 
OT; Or, 


WO 


eine 


1 
üe 


da 
ın 
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Vermittelst der Substitutionen |®8. erhält man Relationen der Gestalt 


F ‚of ' 
it. Y | "u OX ’ Yf I OX' 4 3 OX_’ 


kur 
. 


wobei f eıne bestimmte ternäre cubische Form der X. bedeutet. ÜVeberdiess ist 


4 a . m ’ r 
IH.) A U u LP ( a AN 
ı I e)s / ur (or i OL 2 Or a. 3 .. { ) l, r / Ar / I 


und für beliebige y, (etr. (12.) und (14. 


. 1} , nu d ‚roX O7 Or ! 
16. Y Y| j 4 yy“% 4 ya/ 3 (Am Y “ U: Fa Yı- 


bie Invarianten S und T der eubischen Form f, sowie die Coetfiecienten 


) 


gg \ÜÜ). Y (ap). u“ selbst. lassen sich ohne Mühe dureh einfacher: Ve 


0 1 25 “ , . ET 2. ] a ’ .ı . y . 4 
hnduneen ausdrücken. Die Grössen funds un erscheiden sich als simultane 


Invarianten der Formen 9°’ (mit den Gewichten 4 und 8) nur um die vierte 
und achte Potenz der Sybstitutionsdeterminante U >Y & Yun den em 
y 172°71 } | Y of ij y % 
sprechenden DIIAUNTEN (ie) Formen a Y ti. h. on F Ind 8 lan hat 


daher zunächst 


Kedeutet ferner 
18.) 2,4" 2,’ +24 d,2+2d, 2,0%: 4° +d,xr 
eine willkürliche lineare Combination der g°), so ist deren Diseriminante 
19. 68 +d.d.d. = 6A’ + Bat...) = d(z,. 2.2 
als vom Gewicht 2 — bis auf den Factor s’ «eleieh der Diserimmante 


1 . . . 
der transformirten Form 


m m, 


l 
A 
€ 


Bo ® RE er Bo 4 ] Rn . z hr 
oder, was dasselbe, eleich der mit den Areumenten 2, LeSCH jebenen 


Hesseschen Determinante I(2,,3.3,) der Form f. Es besteht somit die 
relation 


s d(2,3:2;) = I(3,2:2;). 


*) Diese letzte Gleichung konnte auch durch die Bemerkung erhalten werden 
dass die einfachste simultane Invariante von z = y (a By) +g") (aya)+gU)(xaf 


und von o, d.h. s, gleich der entsprechenden Bildung der beiden Formen s.f und 





78 Gundelfinger, System dreier ternaren quadratischen Formen 
Krsetzt man in derselben die völlig willkürlichen z, durch die X, und be 
zeichnet (X, A>A,) und d(X,A,A,) der Kürze weeen mi I und d, so 
eeht sie über in 

2) sd f 


Man hat dahe auto! 


»oraus mel Berucksichtigung von 11.) und 


f folgt - 


ZN R dir qesuchle Darstellung "ON 


21) f= 124(d) +4td. 


dieser Ausdruck von f Desitzt Gil erhöhtes Interesse Aaüuren den mstand, 
Eu ry, . 

dass foleendes T'heorem eilt: 
Jede lineare Substitution . vermoge deren die Fuanelionen G ın de 


partiellen Differentialquotienten einer und derselben ternaren cubischen Form 
übergeführt werden, ist mit der hier angewandten identisch, so lange s einen 
von Null verschiedenen Werth besitzt 


{ 1 .. un 4 RA. RENNEN, iR e Be a ( 
1 i icli Li LILGE \ il LUILLIEEL U IIIUGAI GI i LAD IDE KELA LIVE 
Sollen nämhlel 11 rn ve mit | D { > rg 91 1 { y Y 


2, = „WA, tu X, -+rVv,Ä, =]. 2. 3 


und deren transponirter: 


°%, = Aut PR), N ha Ur. or 0; = v,U, Yıla TV;U; 


Gleichungen der Gestalt (14.) bestehen. 530 werden die zugehörigen Formen 


1 mn, =U. WU und u, 


> > “ 


abgesehen von (Aur)’, gleich den entsprechenden Bildungen der Formen 


A ai ‚dh. 


dinalch ©, sind also, 50 Jange nicht 5 = yvsikuv) ) verschwindet, den U 


nach obivem „leich Se,. Se, und Se,. Die neuen Linieneoor 
proportional: w. z. b. w. 


II. Anwendung der typischen Darstellung auf den Formenzusammenhang. 
Jede Invariante der Formen g°’ ist, mit einer passenden Potenz von 


von s multiplieirt. rational und ganz ausdrückbar durch die entsprechende 


*) Man erwäge, dass die mit (A«#v)' multiplieirte Combinante s der Formen 
® Mr 
gleich der entsprechenden Bildung der xy also S® ist. 





EUR 
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{ 
ro 1 } a BR t r nAzı I) . . 4 Fr { 1 ' .) 
B1 dung die i (} YI ‘ 1} - ° si] 271 Ü “y (le y { 1 | Pre Z x y y ar 
- / X « 
‘ 1 
daner den Salz aussprechen: 


Jede Incaı ante der Forme kt G st, mil eimeı pusst nden [ otenz von 
Hi h;eirt. ralıc / { y< sdrückbar durch li eo} { f j | 
mel pc .„ FatLondt und Ginz AUSArHUCRO tt (lt Pin oelhctenlen . 


B.ÜC ... in d und durck t. 


. B 
ya (as sl lid} IV»SLt dire i ( } 
. 1 z ’ 
Zen nabhangıt variant SITZT. SO mUSS Seh 
> 
e} oethelenter Zu vi ' 
) 
> ach bad 
Sid S(4 H . 
Bun ’ , 
id I(4 I („,8 / 
17 
OCE weor Id 
LZ Sid 1 id [ / 
(re ‘ n ta 1 w lat ' +) ' 
CIMASSs die CISLCH UICN WeLALIORE Li u a>s>N ‘ ‘ N ) NE ( 
1°] . | } (’ . 
ıneorem nunmenr auch Tassen: 


Jede Invariante des Systems ist rational durch die elf Grüssen A, B. 
, ... and t ausdrückbar. Zwischen den letzteren selbst besteht die Gle: 
CHUNRG T d fi ul LS d 


> h 
- 


ih Ins 10 Te I 14 i% mhma j NmAalvans haft x N aımfa; \ r} “ar 1 
l i inNVananten m YIIVOINAIKCHEIUCHNSECHA J I BTIERB EL A‘ i 


lin ! . 4 . ae a EI: Pa rn Y 4 
diese Det achtungen ausserordentlich. Indem der »>Matz Desteh 
Jede Combinant- Inrariante der Formen 4 ist eime ganze Function 


on s und t. 


ey 


1,\2 Ina ( | ınanta 3 “47 nm ter 4 4 - { (4 
ine uüerfartliet VvINDBINAalIe 2 — etwa vll Im ralie I die I 


Man bemerke, dass vermöge dieser Formeln gleichzeitig die Invarianten S(: 
ind T(6) der Jacobischen Form Ö durch s und f ausgedrückt werden. Denn da ve 
möge der Substitution (S8.) die Function s.ö in 4 übergeht, so ist 

(s?S(O))s* Ss(A (s’T(0))s T(4 
also 
s(0)=S(d), T(0) = T(d 
Ueber Combinanten vergleiche vorzüglich die Abhandlung von Hrn. Gordan 
in den Math. Annal. Bd. 5, pag. 95 ff. 


KR \ 
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Aber J als eine ganze Funetion von S und T — etwa von der after Ord- die 
nung in Bezug auf S und von der Per in Bezug auf T — enthält nach 


2 m 
IX 


(17.) mindestens den Factor S"*, also wegen de +6? = 3m mindestens den 
Factor s”. Q. E. D. 

Der hier gegebene Beweis zeigt gleichzeitig, nach welcher Methode 
man eine solche Combinante durch s und £ ausdrücken kann. Um dies 
beispielsweise für die Invarianten S(o) und T(o) der Form © zu leisten, elei 
of x 
ax 


bedenke man. dass o, eebildet für die mit der Uontravarlante N der 
> Fee) 


Form f zusammenfällt. dass also 


vo= 5 
Da somit der Ausdruck & mit den Veränderlicehen U, vermöge der Trans- die 
formation (7.) in s’o übergeht, so ist gen 
Beeren), FTD =- To 
I mnıt MPiiplraı + anf T tand 1 N we ı mr sohn i 
oder mit Rücksicht auf den Umstand, dass S(EF) und Ti beziehungsweise 
1. 3: gm 1 va? 09€ 1 » 8 ı Da 1 gI/OR 
gleich \ 18 -2T) und ıT2T- 38°) d.h. eleich s 15-4 2) und IS E(2F— 35): 
n hab 
19 (9) =4s+2f, T(o) = 4t(2—3s). 
22 ) r | den 
Wer) ) pr y/ 8°(q Y [ ) s 
T)—- ——— = —2sl Pf - —). 
! h be \ h J 


Vermittelst des Prinzips, dass eine Invariante, Uovariante ete. des Systems 


) 


der g'’ nur um eine Potenz der Grösse s von der entsprechenden Bildung 


der 4 f verschieden ist, lässt sich mit Anwendung einiger Kunstgrifte 


oX > 
' a al le nn | Pe A. dei 
allgemein fast aus jedem Satze uber die Form f eın analoger über die Lom- 
> n i Bd. 
binanten von drei quadratischen Funetionen g° ableiten. | 
| N‘ . . . en 1. u ı 3 der 
So ist, um ein bekanntes Beispiel zu wählen, die Resultante R der 
: ın of . rıv Ss’ .y . N . \ 
drei Formen 4 5% gleich T— „ und unterscheidet sich als vom Gewichte 8 
»: ; 
nur um s’ von der Resultante R(y’,g’,y') der p"’, so dass sei 
a) (1) ) (3) 4A S° 
SRiy’,py’,y”) T- 6 


oder wegen (17.) 


soft 


dies 
den 
voll 











Gundelfinger, System dreier ternaren quadratischen Formen. 


die g°’ den entsprechenden Punkt z,2,2,) gemein haben, stellt 


N=ST-TEr=(ST-ıTS)-2TF = A8)—-2TEF 


/ ZIAY # ‘ Wr \ 
ı TE. .) ıT2 3 | \ »: > 1 
FE 3 bh + 
) ie Be 9 o’h 0o’& “ ITS 


—eröar ou TTOXOoX, OUAU, 173 


gleich Null gesetzt den Cubus der Gleichung des gemeinsamen Punktes 
X. dar. Durch Uebertragung findet sich (efr. Math. Annal. Bd. IV S. 561 ff.) 


> Ss . ° 
Für F- 6: ) repräsentirt 


(25. ) TUT = I(0\— 310 - 1to- IN(0) AD 0.0 u sto () 
die zur dritten Potenz erhobene Gleichung des den Kegelschnitten 4 ) 


gemeinsamen Punktes. 


Aehnlich bekommt man: Wofern a 0 oder, was dasselbe, wenn 
) 'JI(0 
> 0 dc Sul AR V. 
cu ( U, 
haben die Kegelschnitle y' 0 zwei Punkle gemein, und ty —s) = 0") hiefer! 
den Cubus der Gleichung für die Verbindungslinie dieser beiden Punkt: 
Für ty— so) ) oder, was das Gleiche, für 
od 0oJA(d 
ar u; 0) 


OX, OH 


(') 


gehen die Curven g -() durch dieselben drei Punkte. 


Auch der merkwürdige Dualismus, den Herr Arorhold durch Einführung 
der Form T begründet und den ich selbst ausführlieh in den Math. Annal 
Bd. IV 8. 144 entwickelt habe ““), lässt sich ohne Weiteres auf das System 
der g'’ übertragen. Als eime unmittelbare Folge der Gleichungen 


IT) ni 5 ZM= -3R4 


seien hier nur erwähnt die beiden fundamentalen Formel 


EN e 
Ih R au . x ) [ w 
(20.) Ia)= zit I), in) (1 'd. 
3 \ 6) ” 6b / 
*) Ueber die Definition von z vergl. man (10.). Uebrigens leitet man aus (21 
sofort diese andere ab: 7 = 124(0) -- 410. 


*#*) Die Herren Schröter und Rosanes sind später bei anderen Untersuchungen auf 
diesen Dualismus (Math. Annal. Bd. V 8.50 und Bd. VI S. 264) zurückrekommen. Auf 
dem hier eingeschlagenen Wege können die darauf bezüglichen Ergebnisse algebraisch 
vollständiger erledigt werden. 
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Gundelfinger, System dreier ternären quadratischen Formen. 


Es stehen also Ö und o zu einander in demselben Verhältnisse, wie die 


Cayleysche und Hessesche Curve der Üontravariante n. 


Die verschiedenen hier aufgestellten Sätze sind allerdings nur unter 
der Voraussetzung bewiesen, dass s nicht verschwinde: sie bleiben aber 
nach einem bekannten Raisonnement auch noch für s= 0 giltig. Beispiels- 


weise ist die Gleichung (16.) 


Ä | | air; as eg ö% 
(16. ( ni l I) ( (uyvo)+o' (yo 7\ z— ’ —— 14 ı Bes. U, Us 
/ yPY)T% Y7 rpy\ya Il or, Yyı9 Ör, Ya Ö, Y5 


für alle Werthe irgend eines bestimmten Coefficienten «,, erhärtet, ausge- 
nommen für diejenigen, welche s zu Null machen. Die Relation ist daher 
identisch und auch noch bei s=0 richtige. An die allgemeine Giltigkeit 
dieser Formel (16.) lässt sich leicht die geometrische Deutung der Be- 
dingeung s= 0 anknüpfen. Wenn nämlich in dem Kegelschnittnetze 

3,90’ +23” +" = V 
eine Doppelgerade sich befindet, verschwindet nothwendig s *). 

Denn ltisst man g mit dieser Doppelgeraden zusammenfallen, was 
für die Berechnung von s erlaubt ist, so verschwindet x, nach (7’.) identisch 
und somit auch (a Py). 

Wenn umgekehrt s=0, besitzt «= (0 nach (23.) eine Doppeltangente 
0. =V und 

/ 


y rtv “ [4 - ’ ) Ss \ \ 
/I AN == S(o) | (9) — Tio\E&(o ne (U — rn ty sl). 
\ ) 


d. h. im vorliegenden Falle 327, ist bis auf einen constanten Factor gleich 
ir, D 


re, Mit Bezue auf die Gleiehune (16.) kann man daher das Theorem 
F o 


17 » 4 I . 
WISSPTEeCHEeN: 


Wenn s = 0, besitzt die Cayleysche Curve 6 = U eine Doppeltangente, 
deren ins Quadrat erhobene Gleichung in laufenden Coordinaten x. (bei völliger 
Willkürlichkeit der y,) durch 


2 g„ypy)+y”(yya)+y®(yap) = VO 
nl. Pe BPIITP. WwielTp gap 


dargestellt wird. 


Ill. Zur Theorie des Flächennetzes zweiter Ordnung **). 


Drei Flächen zweiten Grades 


*, Diesen Satz, jedoch nicht seine Umkehrung, hat bereits Herr Salmon bewiesen. 
Dieser Abschnitt III beschäftigt sich mit der Darstellung des Produets aus 

den Gleichungen der acht Grundpunkte und mit der geometrischen Deutung einiger 
dabei auftretenden Flächen. 
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Gundelfinger, 





System dreier ternaren quadratischen Formen 


f’za%+20:0 + ta, =a,=a;,: Vu 
(28.) a = ba +2,02, + +bur; b, b u v 
‚f' ) Cat 20 mt +cur, C, c 


sehneiden sich in acht Punkten. Das Produet aus den Gleichunsen 


selben wird bekanntlich gebildet, indem man aus dem Systeme (28. und aus 


(29.) U TFT, Fun > V 


die Verhältnisse der x, eliminirt. Nach einem von Clebsch anzerehe: 


- 


Uebertragungsprinzipe *) ist das Eliminationsergebniss von der (Gestalt 


worin 9 und { erhalten werden, wenn man in den symbolische: 


stellungen der Grössen £ und s (vergl. (6.) und (8.)) die Determinanter 


(abe). (abb'\ u. s. w. durch solche der Form (F+tab,cu,). (£+ab,h 
u.s. w. ersetzt. Man hat also: 
3 — 6lab'’e w \(aba'u\ (ach'u\(bee'u aba’ u\ (acc u\(beb'u 


wo die Klammergrösse rechter Hand sechs Summanden besitzt. die aus d 
ersten (aba'u)(acb'u)(bec'u) durch Permutation der Buchstaben a’, b’, e hi 
vorgehen. Derselbe Ausdruck entsteht offenbar, indem man die einfachs 


simultane Invariante der quaternären eubischen Formen 


fu) \£Q FG 
D=6blabeu)a,b,c.=}2H 7 = | = | = du; ++ dur 
(31.) C = 6 (abvu) (acvu) (beva) = c,, + 3m): +++ e,,® 
bildet. mit anderen Worten, es ist auch 
(32. = nt en rat + Ersa Bass 


Die hier auftretende Grösse Ü ist eine eubische Form der sechs Differenzen 
Pr =, —- 0%, Ps = u UM, Pr =; Cl. 
Pa = Yııa —UoU,, Pa VO; U — V,U;, Pr = UM; ©: U. 
Der entwickelte Ausdruck derselben umfasst Glieder von dreierlei Aı 
die Kuben der sechs Grössen p,, die Produete aus dem Quadrate einer 
derselben in eine andere. endlich die Produete aus drei verschiedenen » 
Mit Bezug hierauf kann 


*) Gtr. Bd. 59 dieses Journals >. 2». 





Gundelfinger, System dreier ternären quadratischen Formen. 


- ‚(ab Per (ab) Pp:; Feet iab Pa} " 
x rlac)a pr + (ae)aPp3 ++ (ac) pa} 
x ilbe)a pn + (bo)3Ppa +‘ - + (bein pa»! 
geschrieben werden "*): 


2 4,;4,4,\.P,+ Z& !a,a,a,. + |4,4,q;, 


| C + 0,4,,4. + Ay tPaPput & |a,;a.d,, 
6b } | } \ 

0,044, | @,;@,4,+ |@,,4,,4, —|4,,;4,,0, 

4,;0,x&,| | 40,4, — 0,044, PrPın Par 


Die allgemeinen Glieder in der zweiten und dritten Summe rechts 
vereinfachen sich in speciellen Fällen, indem beispielsweise der Üoetfieient 
von pP. gleich 

0,044. — 20,40, 
und der von P4Pı.P,, gleich 


0;,4;,G,. + @,4;Qa,. + Q,4,@, -0,;4,.4,.17: 


y 
wi 


a, 4,4, 
wird. 


Nach Berechnung von 9 0 


Lem) 


estaltet sich die von { höchst einfach ver- 
möge der Formel (22.) S(d) = 3f— „',s. Netzt man 


| N) 
3,4, +2b,+230,=d,, „mi 2, 
t 


ww 
--- 
” 


und nennt D,. den Coeifieienten von d, in I +d,d.d,,d,,., so wird 


6(D,w+2D»u%+ + Du W)= P$i2,.,.2.2,)= 


eine ternäre eubische Form von 3. 2 und z,, welche aus d (cfr. (19.)) 
durch die Operationen des UVebertragungsprinzips hervorgeht. Ist daher 
S($) deren erste Invariante, so hat man: 


(33) = 89-128 (&), 


*) Es ist 
(ab); = ab, — ab;, 
(ac); 4;C. — Q.C; ie. 


*#\ Eine Determinante der Form 


(A; On d 


ND 
\ b,; b l Bu | 
Ci C Cap 


bezeichnen wir mit '@4@,.@,, , Indem wir nur die erste Horizontalreihe audeuten. 
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Gundelfinger, System dreier ternären quadratischen Formen 


und für das Product der acht Sehnittpunkte: 


(30°) I — 6S(\ — A), 


+) 


Die geometrische Deutung der ın (52.) und (35.) sich darbietenden 


Flächen u, J ) und S($ ) kann im Anschlusse an je irüheren 


KÜrwehnisse leicht entwickelt werden. 


I« 
a4 


So tolet aus dem am Ende des vorieen Abschnitts aufsestellten 


be en 


r 


"heoreme: 


Die Gleichung <= V repräsentirt die Enveloppe der Kegel des Flächen- 


netzes 3 f  +af + ff” = UV und gleichzeitig die singuläre Fläche des Com- 
plexes C (51'.), dessen Geraden die drei Flächen f' =) in Punktepaaren der 


Invcolution schneiden. 

Nennt man ferner die Jacobische und Cayleysche Curve des Keve] 
schnittnetzes. in welchem eine Ebene E das Flächemnetz trifft. der Kiirze 
wesen die zur Kbene FE gehörige Jacobische und Cayleysche _UurVe, S0 e} 
hält man aus (23.) und (24.): 

Alle Ebenen, deren Jacobische Curcen das Doppeleerkältniss 3 be- 
sitzen ”),. beruhren die Fläche 

24i1+ 2112 — z)ı 1-23), Sb) — (l1—-2+r, Ti 


“ ne Ä 


24(1+2)°(2— 2)’(1— 2)’ (29°— 1, 


— 
Li 
je 
„ 
- 
in 
_ 


Die Ebenen, deren Cayleysche Üurven ein gegebenes Doppelverhältniss 


z haben. hüllen die Fläche der 24. Classe ein: 


721° +69") (1-+ 3) (2 — 2)’ (1— 22)? — 9 (29°— 30)’ (1—-z+2 
Im speciellen Falle z —1 hat man: 
Jede Ebene, deren zugehörige Jacobische und Cayleysche Üunree 
gleichzeitig harmonisch sind, berährt 9 =V, und umgekehrt 


Weitere Ausführungen über diese Einhüllenden T=0 nnd $—= 0 sind 


vereben in Salmon, Analytische Geometrie des Kaumes. deutsch bearbeitet 


von Fiedler 1. S. 285-289. 


Tübingen, im Oetober 1874. 


“) Ueber das Doppelverhältuiss einer Curve dritter Ordnung vergleiche Salmen 
Höhere ebene Curven, deutsch bearbeitet von Fiedler S. 242— 243 

















Zur Theorie der Kugelfunctionen. 


(Von Herrn Leopold Schendel.) 


1. \ ermittelst der Leibnitzschen der Binomialformel sleichgebildeten 
Formel für den höheren Differentialquotienten eines Produets beweist man 
leicht die Formeln 


r . ArtKlE?— 1)" n+k! d"—*(2’—1)” 
(2-1) — | ——, 
da’ n— k! da” 
R a; dat’ 1)" (2-+H1) nk! d(2’— Nr 12 —1) 
(1) (2 —1 are — —— 
| dar*“ n—i—t ie 
deren erste von Jacobi herrührt *), und in welchen » - k, resp. k-+-1 


angenommen wird. 
Auf Grund dieser Gleichungen definiren wir die Kugelfunctionen 
kter Ordnung der ersten Art durch die Doppelgleichung 


Pr(2\ ("—1) * Ha —1)" (1) ? det’ —I)" 
ie) = - — > , 
kW, 


2’,n-+k! dar +* 2n,n—k! dar—' 
und ordnen ihnen die Funetionen 


1)? Dt —Ayrllg 4-1) 


n 1/ \ 
A'(2)= 
‚ R—ln-+k! da” ' 
(21) ? dr—1-k (2? Ar —1) 
Y-ln—1—k!’z —1)  Kllie 


ZU. 


Man erhält dann in sehr einfacher Weise vermittelst der Gleichungen 


| a 1 da —N”(ce+1 a | 
(2n-+1} z’—1)”" = - _— — 2n(x’— 1) '(z-+1). 
ri: dx J \ J 


d(z’—1)"r (2 —1) 


(2n+1)(c—-1)" = H2n (2-1 (21), 


dx 
’ d(z’—1}" & ’ 
ana —-1”"(ce+1l) = — - Eu, 
a aid d(z’—1)” u ..u x 
2n (2 —1)""(z—1) = , Fr — 2n (2-1) 


*) Dieses Journal Bd. II pag. 220. 
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Schendel, zur Theorie der Kugelfunctionen. 


indem man auf dieselben die Operationen 


| de+) | dr de+ de-imi 


Dun pht dartt! una dert’ Zum-kt dert? mn _I—g dam 


anwendet, die Formeln: 


2n-+1)P; (x n+1+kA 2a) — nA} (z 

\/ > \D d(x”- Br | ) u (< | ) A: IL) . HM d IL | Mn f ‚A: Ä I) 
a+1)\(z’—1)' Plz) = — | / Ei Ä 

da n l dx 

Eu 1 dla | / T) H dia 1 pP q 

nix . 4 1 
dr n--k da 
nz —-1)A"(z)=n-kP:;x)—nP r 


Der zweiten Formel kann zufolge der letzten auch die Form 


a | | k d r- f ö rr (x [7 d Mn 1 P! u r 


n-H1 de n— k dx 


Hl)(2—-1)' Pix 


2n 


gegeben werden. Aus der ersten und letzten Formel ergiebt sich für die 


Le) 


Funetionen P’/r) die Reeursionsformel 


m 
} »n-+-I1 4 ' y { 

ın+1— — )J z\-(Z2n+1V)zeP (2 +nP: "(x 0. 

N n 1 
ebenso findet man für die Funetionen Az) die Reeursionsformel 
rn k(k-+1) \ ’' , 142% \ nl 
I lan | \, 2) - A"? (a 
\2n 1 n(2n +1) / \ In B54 Zn —1 


beizufügen sind diesen Gleichungen die besonderen Werthe 


a1 j 
Pi(®): 5; a k+1xP;(x 
2’ —1}? | 2k-9c 1 
(2) = Zen. rm 2 1, (x). 


Definirt man die m!® Facultät von # mit der Aequidifferenz e durch 
die Gleichung 


a—n+ic)(a— ne)... (a+m—2c)(a-m—Ic 


(a—n-+iec)...(a—2c)(a— c) 


in der » eine beliebige positive ganze Zahl ist, so hat man 





tete) Schendel, zur Theorie der Kugelfunchionen. 


a” = ala+te)...ia+n—le), 
..— ] 
(a—nc)...(a—2c)(a—ı 


und es ist, so lange m und » gleiche Vorzeichen haben. 


a” 1\n- 2c — at! 
(dl ’. 2 — 1" 


und insbesondere, wenn wir allgemein 
I" un 


setzen. 


—n! r m —1! 
— nl } 


—m! u Ei 


Unter Voraussetzung dieser Relation gelten die Eingangs gegebenen Formein 
auch für negative 2, wenn 2 k, vesp. k+1 und 2 > vorausgeseizt 
und die negativen Differentialquotienten oder mehrfachen Integrale zwischen 
den Grenzen © und z genommen werden: wir definiren daher weiter mit 
Rücksicht darauf, dass nach der eben gegebenen itelation eine Vertauschung 
von a» mit —»+1 und resp. —n an dem numerischen Üoefficienten in de: 
ersten Formel nichts und im der zweiten nur das Vorzeichen ändert, die 
Kugelfunetionen ker Ordnun 


& der zweiten Art durch die Doppelgleichung 


> dig 
(2) Mn — ki —1) \ 
. | WED m .NR ie N 
0; \ J P dr n—1- 
75 de-'kd—a | 
— 2"’,n+k!/c —1) 
£; True 


und ordnen ihnen ebenso die Funetionen 


B:'(«) un ar, n—1—k'(z —1 
d.r 
Ar n+kile—iI) * dali— ze) (l— re) 
e s—f U ne 


zu. 
Für diese Funetionen gelten entsprechende Formeln, die man ver- 


mittelst der aus den vorher benutzten durch Vertauschung von » mit —n+1 


und resp. —r hervorgehenden Gleichungen 
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Schendel, zur Theorie der Kugelfunchonen. 


/ ) n—I1 x | / 2 n—? d l x in , 
2a+l)i—r) - 2(n+1)(1- x) l+r)- ir 
‚\% / £ ( 
ie di—a ii1—a 
KRRRGET ee — 2 n-+1) 1—2’)”"(1 2”) 
en-ti)\ / dx 
ai — z’\" 
Ben (1- ze)" "(i+2) = 2Znll-ıa 
dx 
/ > 7) \ f I GERFFER d 1 cz 
2n (1— x '‘1-z) = 2n(l1- 2?) 
i ’ y dx 
in analoger Weise erhält. Sie lauten: 
(2n+1)0:(r) = n+1Bi(z)—n—kB""'r. 
BAER - u n+1 dl’ —1):(z—I)Bile) , d(@’--1)?(c—1)Ber(z) 
(2n+1)\e’—1) Qi) = —— | t ' 
/ n+1--.k dx da 
-- n dc’ —1 0,(x d(z’—1) 0, (z 
/ 2 1\ 2 RP’ 1 r\ x j T 
Bw . ’ n— k dx d.r 
tr—1)B (2) = nOL (2) n+k0N(z 
n+1 d(z=’—1)? 0% (z n+k d(z=’—1)? 07" (z 
(2n+1\(x’—-1)" 0%: (x) = - il. c ; 
. .; ‚ x Nn- 1- h dx n dx 
} i n-4-1 .) n h n-— | 
(2+1)0: (2) (2n+1)20; 2) +(n— 5 )®; L 0). 
n +1 Re FEN... nl kk+D)N\ 
x - )B —($)- | B*(z Ü; 
ön 1 PB en) u N Fur n(2n—1)/ 
beizufügen sind ihnen die speciellen Werthe 
Ile’ —1)? / „ci | Ic +1 12 
1 ‚= E i E = > k+-1/ | ’ ı)< 
Or) PENTE (4 Fa Da rl,,(a )), Ne) = Panar eV, (x 
k + | Mn 1 
E; 2’.0! | Er | 11! } 
it ER: un "sr 
1 / \ 2k u 1 r 2 
B; 1,= "4 0; T)i+ 
k-1(1 -z)(1— x’ 
Rk+3)2 +1 (—1)'(2k +3)2 
Bi (a) = CIE ul. tum, 


k+2 
(k-+4)(k+ 2) A— 2)? 1 


2. Die in dem vorigen Abschnitte für die Funetionen P!ır) 


auch fortfallen kann. ein und dieselbe Form. 
Es gelten für die durch die von Ivory zesebene Gleichung 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 12 


Ind 
A; (x) und die Funetionen O7(x) und BU’ («) verrebenen Formeln haben 
in dem speciellen Falle k=0, in welehem der untere Index der Funetionen 
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dr (a? 1) 


dx” 


2",n!P' (x) = 


definirten Kugelfunetionen erster Art und die Funetionen 
2"!(g) - ] d" (2 —1)"-'(2--1) 1 ara Ne —1) 
u 3 da” 5 Pr nANz—1) der! 


die Gleichungen 


2n-+1)P’(z) = n+1A4”(2)— nA” (8), 
(Z2n+1)P'(z) = Pr" (2) — P"\(z), 
nA""(z) = P”i2)+ Pr'(z), 
(a1) Art'(2) = P(2)—- Pe), 
(a+1)Pta)—(2n+l)zP’ (2) +nP"(&) = (0, 
»- f / 
5 5 A'(2)—( 24 en. JA (@) — z A" (€) Ö, 


und eben dieselben Gleichungen für die durch die Gleichung 


do" — ad)! 


0)”’(#) 2” nm! | 
de" 


definirten Kugelfunetionen zweiter Art und die Funetionen 


41— z)I1A41+ 8 an! dA — Di — z) 


EEE 


R d” 
B"'(«\ = .—1l! 


da 1 dx 
wenn in ihnen P und A mit O und B vertauscht werden: die besonderen 


Werthe, die ihnen beizufügen sind, lauten: 


' ) 3c +1 
PFad=]L, Fe=s; #2 I. A) = 
24-3 
® l l k 
0a  —; O' (a rO la | 
+. 4 In Hi 3 
Bis =!l .j ‚. Be —B'(2)\- 
ri ' i- 8 i 2 21- 


Aus diesen Formeln ergiebt sich in einfacher Weise die Christoffelsche 


Formel 
P"'(z) = (2Rr—-3) P"(2)+(2Rn—-7)P'*(z)+-, 


ferner auch die Gleichung 


nA" (z) = 3 (2k+1)P‘(e). 


Die Reenrsionsformeln für die Kugelfunetionen nullter Ordnung führen auf 


die Gleichung 
ec -+1 
mi) = H- = P'(x)-R' x), 


» 





in 


he 
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Schendel, zur Theorie der Kugelfunctionen. 


in der R’(x) eine ganze Funetion ist: aus ihr erhält man. wen 


) = 
(2—-1)C”""(z) = R"(z\— R"!(z 


resetzt wird, die entsprechende Gleichung 





N 


B-'(r) = u” 14 2\—UÜ"'(g 
a 
Die Funetionen R’(xz, und €” x) stehen in denselben Beziehunsen 
einander, wie die Funetionen Ar) und B’ '‘z) zu den Kueelfunetionen 
Während aber, wie schon bemerkt, die Funetion R’ (x) eine ganze Funetion 
ist. besteht die Funetion C”""/z) aus einer Fanzen und einer eebrochene: 


Funetion. und zwar ist, wenn jene durch E’" (x) bezeichnet wird 


Ed - K'iz | 
n(a 1 

und nach der für die Funetionen € x) leicht anzebbaren Reeu 
formel wird die ganze Funetion dureh die Keeursionsformel 

n- 1 f ! Wer n—1 ü i 

2n 1 Bra) (er a )E Wr. Eile m 
bestimmt. wenn ihr die Gleichungen E’(z) =0, E (x > beigefügt werd 

Endlich bemerken wir, dass offenbar die Funetionen P’ (x) und 0 


der linearen Differentialgleichung 241° Ordnung 
f n—k! d(a—IWf x 
1553 
dr’ 


+ k! 
und insbesondere also der linearen Ditferentialgleicehung zweite: 
Vf (ED) +2 (aD) nn -+1)fle () 
als particuläre Integrale genügen, und dass dasselbe von den 
A” (z) und B’”'(r) hinsichtlich der Ditterentialgleichung 
(e-Dfie n.n—i—k! da IM) (2 —I)f(z 
nk! da 


und insbesondere der Differentialgleichung 


EV" (+ Ber+Df (ea) -W—Nfle v 


gilt. Vermöge dieser Gleichungen sind sie zugleich als beliebig 


" Ordnung 


Kunetionen 


hohe Ditte- 


rentialquotienten darstellbar, sofern nur deren Index % nicht grösser als n 


resp. a—1 gewählt wird: so ist z.B. fürk=-n 


an! dry, 14-2?) "In 
0" (x) n = Ti) N 1 


2n! da” \ de=' ; 
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Bemerkenswerth ist auch, dass, wie man leicht findet, das Integral der 
\inearen Differentialgleiehung erster Ordnung 


Vert 

z—1)f (a) +fla)+i—N)”"nf(-z) = 0 vans 

I \ nn N - n—1 E ® FE DR . rt 

die Funetion A" (az) oder B”'(x) ist, je nachdem » positiv oder negativ gült 

aneenommen wird. Gr 

Die obigen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind uvel 

specielle Fälle der Differentialeleichung men 

> “9 . f \ \ n i Face 

ef (a) +2r+ale+H)+Hb(e-1))f(e) — nin+l+a+b)fiz) = 0, 

1. ’ 2 u men 

welcher die nach Jacobi durch die Gleichung pi 
> 

P ‚A-a\ _ (e-Nlc 4) delete ty | 

F\-n,n+l+a+b,a+1, — = — r eh und 

= F 2".Aa (el d.r’ 

oder auch die durch die Gleichung sämi 

| | I+x (z 1) (2 +1) (2 —1)"te (2 Het rent! 

I Fi—n,n+1+a-+b,b-+1, = ) = Ar = | An zo. 

2 / 27,41 dx” alle 

bestimmte hypergeometrische Reihe als partieuläres Integral genügt: dem- rent 

zufolge sind die Funetionen P’(xz) und A”) in der Form her\ 


P-(2) = F(-n,n+1,1, —E)=(-1Y F(n,n+1,1,142), ae 


af f ne‘ y I+z2\ 
4" (2)=nFl—n+1,n+1,2, — ats 'F-n+l,n+l,1, ) 


Law) 


1 4 .. = [2 e A‘ 4 [2 [2 Y 
darstellbar. wie man auch in direeter Weise aus der leoryschen oder viel- ( 
’ 


mehr aus der vermittelst der Leibnitzschen Formel aus ihr hervorgeehenden 


ner Ist J 
Gleiehune 
j no) ]J 
nA R /MN\” ” zäh 
2» pPi2): I" )(2+1)% 2 1) =&\,)(e-D(e+l) r 
( n } 200 
findet. Hier haben wir die Formeln durch Specialisirung des a und b, 
und zwar für a=b=-0Ounda=!. b=0 erhalten: die Annahme a —=0.b—1 Be 
trat 
führt auf die Formel 
| f | I+-x i I—x (® 
4 z)=nF\—n-+1,»+1,2, — ): (—1)” 'F-n+ln ri, 1, — ) 
und lässt erkennen, dass die Funetionen 4” (— x) und B’"(— x) partieuläre 
Integrale der Ditferentialgleichung Dar: 
EV) + BL-NVf (DJ) (N) f(r) = 0 fern 
sind A" | 


Wir weisen hierbei darauf hin. dass von den hier der Theorie der rent 
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Kugelfunetionen zu Grunde velegten beiden Formeln die erste dureh eime 
Vertauschung der in ihr enthaltenen Grössen r—1 und zr+1 mit einander 


vanz unverändert bleibt. die zweite dagegen mit einer solchen sie nicht un- 


| 


eültig machenden Vertauschung ihre Form ändert, und dass aus diesem 
Grunde eine so einfache Beziehung. wie sie die Kugelfunetionen mit pos 
tivem Argumente mit den Kugelfunetionen mit demselben neeativen Argu 
mente, die sich von jenen nur durch einen das Vorzeichen bestimmenden 
Factor unterscheiden, verknüpft. für die Funetionen A (z) und BY’ (z 
nicht besteht. Daher die Erscheimming, dass die Funetionen Az) und 


n 1 . 2 . y | u ) I H anht I 4 n 
B'"(z) und die Funetionen A — x) und B’’(—r) nicht Integrale em 
1 1] . 17 . . 77 . PR. } y . , 2 ‚ 7 ” > 5 ‚ P N 
und derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung sind 
r,°  — .. . . . ® yı 4° 
Die Eigenthümlichkeit der Eigenschaft der Funetionen. das 
sämmtlich Inteorale einer besonderen Gattun® aneehörieer linearer Diffe 
ei u era c eine) %KE sopde ik ) rel ug am ı 2 LZt 1} ( ch k ’ i £ = 
oantıalaerlaı zuroaitar » = | 1: \ + 
rentialeleiehungen zweiter Ordnung sind. veranlasst die Erwartung 
allgemeinere, zu den Kneelfunetionen in Beziehung stehende lineare Diffe 
rentialeleichungen zweiter Ordnung giebt, ans denen für #7 = U die gegebene: 
hervorgehen. Der Wege zu ihrer Anffindun 
Relationen 
”Prz de a A 


| n | 2 2 
P' (x) ee ng (ee | 
»-r k dr n- I 14 


k' . Or oa, , 3 dB-!(a 


n- 

0" (z PEN ‚, Ba r | 

n! dr’ ur | 

4 . ” nur 11 A r . y. i ze R . .— r I ri E. u ’ sel; i — 

Ist fix) em Integral der Differentialeleichune der hype eo Seht ‚ip 
. ı » . 1 }) . 1 777 . j! } . . ) sr 

so Ist iz) em Integral der ifierentialgieichung 

? gr R 4 7 

e—-Nf (a) +2 +Ha+hNie+ N +(b+ he —] fir 

It }; lt } f (dt Ü 
. J ? 2 *, x zu.‘ . I) . f . . j } ’ 
und (z’—1) f (z) ein ImieglTal de NiICTENmaAIIeIchung 
(e—-1)f (DJ) + 2r+a(e+1l)+bie—1))f (a 
f d hr 
1 . } 
— | Nn{N i da b ) . fia 


Darnach sind die Funetionen P/(z) und Oz) oder P’i— x) und T 


ferner die Funetionen A” (z\ und BT (x) und endheh die Funetionen 
Ar (— x) und B?7'"(—r\ beziehungsweise partieuläre Interrale di fie 


rentialeleicehnneen 
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’ y \ , \ q fa u \ 14 P . 
e-1)f(e)+22f(r)—\n(n+l)+ 





‚9 „ i r . we ri k” k 

= —-1)f" (2) + Bc+H)f (a) 14 —— + )f(e) = | 
1)f (a) + Bc+lVf la (m 1- er fia ), 

1)" +BE-Vf@)-M-144—-— fe) = 0. 


z—-1 re-+1/ 


Beiläufig erkennt man aus dem Umstande. dass die obige allgemeinere 


en. . ° . “ a ö . ER k 
Differentiaigleiehung nicht blos für = 0, sondern auch für a=b : 


die Form der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe annimmt, 
dass, wenn f(x) ein particuläres Integral der Differentialgleichung 


(x° —] e (®' - *- — k zf LDI—RIR RE ge k\f(r) — A) 


erg 

ist, dieser Gleichung auch (z’—1)’f'(r) als partieuläres Integral genügt. set 
Zum Schluss noch eine Bemerkung. Die Funetionen P/(z) und 
O0:(x) unterscheiden sich von den von Herrn Heine so bezeichneten 
und zugeordnete erster und zweiter Ärt genannten Funetionen um einen 
numerischen Faetor; die Aenderung, die wir uns erlaubt haben. möge ihre 
Rechtfertigung in den vorstehenden Formeln und in dem Bestreben finden 
auch andere Formeln aus diesem (rebiete möglichst einfach darzustellen. 

Zum Belege hierfür führe ich die Formeln . 

} 

(r+cospyze—1” = P’(r)+28P;(r)coskg, we 

fol 


n+k!In—k! „.. Äh 
n"” P; C2 E81) co8ky 


Pr) = Pi(@)Pi(a)+2&(-1) 


pen 


an, welche die richtige Wahl meiner Bezeichnung zu bestätigen scheinen. 


Berlin, den 17. September 1874. 
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Ueber eine Kettenbruchentwickelung. 


(Von Herrn Leopold Schendel.) 


m der Gleichung 


_ : (& x v . 
F(ß+1,a,7,2)—-Fla+1,ß,7,2) = 2 Fla+1,ß+1, 


1 
„/?2 


7 Pu.2 


ergiebt sich zufolge der Gaussischen Kettenbruchentwickelune unter Voraus- 


setzung der Uonvergenz der hypergeometrischen Reihen die Forme] 


F(@«—1,2,; i 
F(8-1,a,y,x ‚. (e—M)x 
-: @e+I)7— P)a 
ü wr AH) G—e)x 
pP „__(e4 2)\(y+1—P)a 
i B+-R2)(Y-1—e)a 
/ J 


rlsdnene: 


in der der rechts stehende Kettenbruch den umgekehrten Werth annimmt 
wenn dem zweiten T'heilzähler das Minuszeichen vorgesetzt und jede zwei 
foleende Theilzähler mit einander vertauscht werden. 


Hiernach bestehen die beiden Kettenbruchentwickelungen 


rn er: 
- m —1 1.1 r 1.3 
u 3.3 
2.2 i 3.5 
a 3 | 22 
) ) L 8 
x ee Ze 
2.6 I: 
2 n 
4.4 1.9 
= - 
Y wur 7 
3.5 x 4911 
"Tg Pr 


L- 


deren erste zu den Kugelfunetionen in bekannter Beziehung steht und von 
deren zweiter daher ein Gleiches zu erwarten ist. In der That findet 
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man, wenn die Zähler und Nenner der Näherungswerthe des zweiten Ketten- 
bruches durch Z, und N, bezeichnet werden und » ungerade angenommen 
wird, die Relationen: 













Me 


, 2". n!" . Ir,n!? 
un tgl R(e), 
en! 2n! 
’ art, n!In +2! — 
N, = (na+2P"(z)+n+1P""(z)), 


2n--3' 
2r+i n!n-+2! | 
———(#+2R"(2)+n+1R"(2)). 
an +3! En ) mot 
Berlin, September 1874. i qu' 
inet 
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Memoire sur les inegalıtes s6eculaires des grands axes 
des orbites des planetes. 


(Par M. Emile Mathieu & Nancy.) 


Les actions mutuelies des planetes font varier les elements de len: 
mouvement elliptique qui demeureraient eonstants, si elles n’etaient soumises 
quwäa laction du Soleil. Les variations de ces elements se partagent eı 
inegalites periodiques et en inegalites seculaires. es dernieres, pendant 
plusieurs sieeles, peuvent &tre eonsiderees comme proportionnelles au temps 
et modifient peu a peu les figures des orbites et leurs positions dans l’espace. 
Mais, parmi ces inegalites seeulaires, celles dont la comnaissance exact 


1 


interesse le plus les astronomes, sont celles du grand axe: car les 
egalites du moven mouvement de la planete dependent de celles du grand 
axe d’apres la troisieme loi de Kepler. 

Laplace demontra d’abord que les grands axes ne sont soumis 
aucune variation seeulaire, si Von neglige les termes du troisieme ordr 
par rapport aux excentrieites et aux inelinaisons supposcdes tres-petites 
Lagrange prouva ensuite que cette proposition a lieu, quelque loin que l’o 
pousse l’approximation, et par consequent aussi pour des exeentrieites 
des inclinaisons arbitraires. 

Toutefois les demonstrations de Laplace et Lagrange supposent encore 
que Yon neglige les termes de la fonetion perturbatrice multiplies par les 
:arres et les produits des masses. Poisson dans le Journal de [Ecole Poly- 
technique (XV cahier), a ensuite demontre que le theoreme est egalemeni 
vrai, quand on a egard aux termes de la fonction perturbatrice du secon 
ordre par rapport aux masses. 

La demonstration de Poisson qui est longue et compliqude peut sı 
simplifier beaueoup, en faisant usage des formules de perturbation donndes 
ensuite par Lagrange ou de celles que Poisson a lui-m&eme donndes. presque 
aussitöt apres. Lagrange a repris cette demonstration, en faisant usage de 
eette simplification (v. ses Oeuvres, t. VI. p. 735): mais son analvse ren- 
ferme une faute de ealeul, indiqude par M. Serret, qui empöche aue cette 
demonstration soit achevee. A premiere vue. on pourrait eroire que cette 
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proposition est demontree dans la Mecanique analytique de Lagrange (t. 1. 
section V, no. 23). Mais il faut remarquer que lillustre geometre suppose 
dans cet article la fonetion perturbatrice la m&@me pour tous les eorps qu'il 
eonsidere; ce qui n’a pas lieu en astronomie ot Von etudie le mouvement 
relatif de toutes les planetes autour du Soleil. De plus le no. 23 s’appuie 
sur le no. 16 olı la forme de la fonetion perturbatrice n’est pas suffisamment 
definie pour que Von doive admettre, sans plus ample demonstration, les 
eonsequences enoneees A la fin de ce numero. 

Maintenant que Von sait que les grands axes des orbites des planetes 
ne sont soumis A aucune variation sceulaire, quand on neglige les termes 
du troisieme ordre par rapport aux masses perturbatrices, il reste A se de- 
mander si le theoreme est encore vrai, lorsquw'on tient compte de tous les 
ordres suiyants, et si par eonsequent les valeurs des grands axes oscilleront 
eternellement autour d’une valeur moyenne, en admettant que le systeme 
planetaire ne soit derange par aucune cause exterieure. 

Dans le Memoire qui suit, je ne suis pas parvenu & traiter entiere- 
ment cette qpestion, mais apres avoir retrouve le resultat obtenu par 
Poisson, je vais plus loim et je demontre que linverse du grand axe d’une 
planete n’est sujet & aueune inegalite seculaire, en ayant egard & tous les 
termes jusqwau troisieme ordre inclusivement. 

Comme le Soleil n’est pas fixe, mais attir@ par les planetes, la 
fonetion perturbatrice que Von doit adopter pour le mouvement relatif des 
planetes autour du Soleil est differente pour les diverses planetes. Pour 
simplifier mon analyse, je substitue aux planetes des corps fictifs de maniere 
que la fonetion perturbatrice devienne la meme pour tous les corps; toutes 
les orbites sont alors modifices, excepte celle que je me propose d’examiner, 
laquelle reste homothetique A elle-m&me, le rapport de similitude etant un 
nombre constant et determine. En procedant ainsi, jexpose aussi un moyen 
qui pourrait &tre commode, pour ealeuler le grand axe de Vorbite d’une 
planete, quand on voudra avoir egard aux termes du second degre par 
rapport aux masses perturbatrices. Je ealeule aussi dans ce Me&moire les 
termes constants et du deuxieme ordre de la fonetion perturbatrice; au moyen 
de ces termes, on peut done non seulement reconnaitre que les grands axes 
ne sont soumis A aucune inegalite seculaire du deuxieme ordre, mais on 
peut encore determiner facilement ces inegalites seculaires pour tous les 
autres elements. 
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Sur la substitution de corps fietifs aux corps planetaires. 
1. Designons par «, la masse du Soleil et par m. u,. m. 
eelles des planetes. Designons par (X. Y,.Z,) les eoordonndes reetangu- 
laires de «,. par Ä,, Y., Z, celles de «,, ete. Pour simplifier. SUPPOSOnS 
d’abord quwil n’y ait que trois planetes. La conservation du mouvement du 
centre de gravite donnera 
| At +, Kt, X, =, 
1% uY+eh+tıu,Y;+uY, = 0. 
42 +, 2, +u,2, +42, =. 


Uhangeons de variables. en posant 


X, = as +bhm+cr, a,Yı- bıY2-+ 6195. 4, = a3, +5 


nı 
> 
N 


Mn 
Ü 


\x. =, +69 +0%, PR=saytbyt+toy. Z,=a2+b, 


„N 
Pr 
„ 


[A RT b,22 4 0,73, }, = A;YıTr bzyı-t C3Y5. 2; = 453; b;2 


X=-antbo+0%, Y,=ay+bytcoy. Z,=a3+b, 


nı 
! 


is Yı, 31: Ir, Yı, 22, 2. 9. 2, Etant de nouvelles variables et les auan- 
tites designdes par les lettres a, b, e dtant des eonstantes qui satisfont aux 
trois equations 


dt ++ ia, =UV. 


0 t+WmG+u,6,+ucC =. 


afın que les formules (1.) soient satisfaites. 
On a pour la demi-force vive 


er e- )] (( Ba”. /BEN” /dZ 
vi » I) u ee‘ 1 | e\ | 2 \ 
Er 2. [( dt Ya \ dt ) E\ di J aka]\ dad / '\u / '\dt/} 


et pour que les doubles produits des derivees de ©, ©,. ... disparaissen! 


dans T, apres la substitution des nouvelles variables aux anciennes, posons 


[ ab, +,@b,- 1,4,b,+ t,a,b, u ). 
(3.) ba +wbo+1,;,b,e,+u,b,e, = d. 
HOT MC FIG + UA =). 


Si nous faisons de plus 


+ Fi +Uu,a, = Mm. 
(4.) aub+ub+u,b+u,b, = m. 


uc+wä+tm,g+wuec = m;. 


+ 
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nous Aaurons 


a ] 
HH] 


Regardons X. Yı. 31) (Ir. Ya. 32), 3. 93,2%) comme les coordonnees rectan- 
eulaires de trois points dont les masses sont m,, m,, m,; alors T sera aussi la 
demi-force vive pour ces nouvelles masses. Si on designe par U la fonction 
de forces du systeme planetaire, l’&quation 

T-U=h, 
ot h est une constante, sera l’&quation de la force vive de ce systeme. 
La fonetion U transformee dans les nouvelles variables sera la fonction de 
forces du systeme des masses fietives, et lequation precedente sera aussi 
l’equation de la force vive pour ce nouveau systeme. 

2. La transformation preeedente a et@E donnee par Jacobi (ce 
Journal, t. XXVI, p. 115); mais je me propose de lui donner un nouvel 
interet. en choisissant les valeurs de toutes les constantes a, b, e. Jen 
disposerai de maniere que les masses fietives m,. m, m, different tres- peu 
respeetivement de celles des planetes «,, u;, u, et que les orbites des corps 
fietifs autour de Vorigine different tres-peu des orbites relatives des planetes 
autour du Soleil. Enfin je disposerai encore des coefficients pour que 
l’orbite de la planete «, autour du Soleil soit semblable & l'orbite de m.. 

Le mouvement relatif de «u, autour de u, est fourmi par les Equations 


X, bey Ä, = a, a a, + (b; . b,, 24 (€, ur Cı) L;, 


i 


Y.—Y, = (a-a)y + (b—b)y: +(9—Cı) %, 


2,— 2 = (v-a)3 + (b—b)Rr +(o— 6) 2;. 


Pour que lorbite de «, autour de «, soit homothetique a Voorbite de m, 
autour de Vorigine, il faut faire 
un H=0U; 

ensuite pour que toutes les orbites de m,, m,, m; different tres-peu des orbites 
des planetes ı,, u,, u, autour du Soleil, on devra supposer a,, b,, c, tres- 
peu differents de Vunite et les autres coefficients tres-petits. 

Si on suppose d’abord que l'on n’ait que trois corps u,, Ur, tt,, on 
n’a plus que six coefficients, les Eequations (2.) et (3.) se reduisent & trois 


2 


equa 


eede 


il re 
il re 
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equ: 
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&quations seulement et on satisfait A toutes les conditions voulues en posant 


KL; 
.=-—a, =1l &=%: 


RM, 

U, u U, 
b,=—--, b,=—--, = 1+. 

u, u, u, 


Dans le cas de quatre corps, adoptons encore les valeurs qui pre- 
eedent; il en resultera 
=) VB; 
il reste A determmer e,, &, ©, e, entre lesquels on doit avoir u =c,. Or 
il resulte des equations (2.) et (3., 


! 


‚6-6, MUG=-— (ut + u;3)Cı, 
et on satisfait A ces &equations, en faisant 


u 
==, = —- -—, ,=1+- E 


Supposons ensuite que Von ait un eorps de plus. On posera 


X, = a. +5, +02; + e&8,. 
X, = 0% +b.:40,0,-+ &%;. 
A, = 5 +b,% +0,20; + e,,. 
A, a,x0, +b,» +0,03 -+ e,7,. 


et les huit equations qui se deduisent de celles-ci, en changeant les lettres 
7, XÄ en y, Yet z, Z. Les &quations (2.) seront remplacees par quatre 
equations et les &equations (3.) par six autres: je me dispense de les &erire. 
Adoptons les valeurs trouvees ci-dessus 


u, 


.=——, »a=1 4,=-9 ,=0, 
u, 
4 UL, U, 
b, — b; — ee — a b; - 1+ m. b, Bee! 0), 
u, UM, 
u u,—--u, 
C =(, = C; nn DE. u. R ‚= ] > —: . 
u, u 


et il en resultera 
d- _— VD, b. — v, C, = VD, Pe — 6, — 6, = Cs 


(ut + + u)e + U;e; v; 


on pourra done faire 
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On voit maintenant comment ces formules s’appliquent A un nombre 
queleonque de corps et d’apres les formules (4.) on aura pour les masses 
fietives 


14, 
m, = FREE 3; 
u, 
3 


u. —= (14 en) + (u, + u,) ei 
rl 


f u, + u,\ ; u? 
m; . u,(1+ . Bar } + \ Un ud ar gi uU 3) : 5 
U, ’ ai “ 
s i f N 


qui different tres-peu de 4, 43. ..., puisque les masses des planetes sont 
tres-petites par rapport au soleil «.. 

Ce qui preeede est tres-approprie au caleul des perturbations ae la 
planete w.. En effet pour etudier son orbite, il suffira de ealeuler l'orbite 
homothetique du corps m,, et lorsqwWon voudra avoir egard & une plante 
perturbatrice que Von avait d’abord negligee, il s’introduira une nouvelle 
masse fietive, mais les precedentes ne seront pas changees. 


3. On a pour la fonction de forces dans le mouvement des planetes 


U BE Fin 4. MM; en Ms —... 


I) 


01.2 013 0,4 
MM; , WM, | 
u oz 0 ..r 
023 02.4 


’ ’ 


en designant generalement par o,, la distance des deux corps u, Uz, et 
cette expression est aussi la fonetion de forces dans le mouvement des corps 
fietifs. On a 


ro. = (X BY /YV Y.’-+-(Z Za) 
mu ——— 3) — — N uihen —— > . 
0, P (Füy ne I " F 


et par le changement de variables 


En \2/m? 4 I, 12/28 nl 2, 2) 
Yu = (0,9) (+ Yyıt 31)+(b,-d,) mt y+ 2 
1} f ‚2 f 2 2 BR: 5; - af \ f 2) » > 
5 | +(,-0) (5 +9 +23)+'"+2(a,—a;) (b,—b;) (8, ©:4 Yıyat 312%.) 
(& .) { 
) * £ \f \ Fol | | - a 3 
+2 (a,—4;) (C,— 63) (2&,% 4 Yı9y3 + 312; 
I 6) / \ k m 
+2(b, b;) (Cu C;) Il, rYpY; TS:d;) ee 


Si on designe par r,, r,, ... les distances de m,, m, ... & llorigine et en 
general par g,; Yangle de r, avec r,, cette formule pourra s’derire 


2 u 2 / se , 
O« fa} er \ (4. Ads) 7 1 - (b,— b;) i 2 7 ... 
f f 


+2(a,—a,)(b,—b;)rr,c0sg2+2(a,— as) (e,— Ea)rı 736089134 °" 


\ 
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On aura en particulier 
/ u‘ 
0,2 = \4, 4; = (14  )r.. 
. u, / 


’ 


4 ı 2 0. En 4 10 8 
et de DIUS 012; 013» 014; wen eomme ON ie von alsement. Ne different de 


1 “ul. 4 Vardr | u, iR, { u 

r. Ta, 73, ... que de quantites de iorare de a ra En Un peut done 
L h 
DOSEer 
i 

[u u N 

U = pen 2, 
2 N; 


4+ T I, N ’'y , DEN Y’c Yr ‘ 1 DOOCPXL r 1 + ._ 
2 eranT du second degre val rapport auUX Masses Urn. U;, ii ul SONT Tres- 
petites par rapport & w,: si done on imagine un mouvement r&esultant de la 
i u ' 

® ® 

Ar € y+1 B\ j\ i al °C ER Er on, . 4 9 +ırgQı r lo 4 +1 „+ . 

premiere partie de U, alors 0... Fepresenteront la fonction pertur- 
’ mm m, i 

batrice de ce mouvement pour les Corps m,, me, 


R 


1’ £ Er 1 » 4: MER TIREN. OOERR DER. ER DRM. 00 
4. A Yegard de la fonction perturbatrice elative au corps m. 


je dois faire une reflexion importante, c'est que le diviseur m,, ou le divi- 
” “ f [Ei N ° & AL 1 ı . 

seur 4, pulsque Yon a m, = Ur\ 1 (wisbaralt dans ies Trols COMDOSantes 

ie wm u, / . i 


de la force perturbatrice qui sollieite m, 


n I d2 I d2 I dQ 
‚©. 


m, dx, ' m, dy, ' m, da, 
En efiet on a 
du u,u, do, wu, dos wu, dos 
Tag 0, 2 dx 0, 3 dx 0} 4 dx 
7 u,u, do; u,u, dos; 
0:3 da, 0:4 de, 
u,u, do;yz 
04 de 


Or, en differentiant par rapport A x, la formule (5.), on a 


do..2 ’ | 
N 4. rs r 7 
0u2 2 = (,— 4) |(a,— a,)ıı +(b,—b,)n + (CC) + 


I 


do. ‚po 


et par suite 
z de, 


renferme en facteur a,—a;. On a dailleurs 
m. 
4\-%— -(1+ Oo ). du —- == +t=— 
u, / | 


done tous les termes de la premiere ligne du second membre de la formule 
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(7.) renferment «u, en facteur. On a ensuite 


+—-—a,=1 m-a,=1. 





et les termes de la seconde ligne renferment aussi le facteur w.. Enfin 
les autres termes sont nuls; car si @ et ? sont plus grands que 2, on a 


4,0; = 0; 
dU | 
dj) enferme done u, en facteur et comme on a 
> u, Ur — 
u re 


il en est de m&me de cette derniere quantit@; on en peut dire autant de 
d2 dß2 


ehr a Les expressions (6.) ne renferment done pas «, en diviseur: 
l Re 


quant au diviseur 1+ ni provenant de m,, il est sans inconvenient et on 


*. 
peut d’ailleurs remplacer. si on veut, son inverse par son developpement 
u, 


suivant les puissances de 


Designons par 5b, e,.... les elements de Yoorbite m,; nous aurons A 
I d2 1 d2 
db’ m de’ 


m 
1 1 
pas non plus «, en diviseur. En effet on a 


considerer ...; Je dis que ces expressions ne renferment 


dd dd de,  dS2 dy, , d2 dz, 
db de db ' dy, db ' ds db 
dß2 dx, , dS2 dy, , dS2 da, 
dx, db “dy, db ei dz, db 

ae ta 


La premiere ligne renferme ı, en facteur d’apres ce que je viens 
de demontrer; ensuite ©, %, 3 ne dependent pas de l’element 5 du corps 
m, si on na pas Eegard A la perturbation du corps m, sur m,;; done &;, Y», 
3, ne renferment 5 que dans des termes multiplies par m,; done la seconde 
ligne qui donne des termes du troisieme ordre renferme m, en facteur; il 
d2 
db 
On verra aussi facilement que les trois eomposantes de la force per- 


en est de m&me des lignes suivantes; done enfin renferme le facteur u.. 





turbatrice pour le corps m, 
td OA AR 1 a9 


m 


DT WE, m, ds, 












ne 


m, 


de 


la 


Daı 
me 


(2 
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ne renferment pas 
I d2 1 d2 


m, db" m, de, 


u, en diviseur et quil en est de m&me pour les expressions 


en designant par b,. e,, ... les elements de Vorbite 


de m,. Et le m@me raisonnement peut s’etendre A tous les corps Hetits. 


Sur la variation du grand axe d'une orbite planctaire. 
5. D’apres ee que nous avons vu, Vorbite de la plante «, autou 
du Soleil est homothetique a Vorbite de m, et le rapport de similitude es 
. 
U, . \ ’ ® ’ . ® - ® . 1 
1+2- II suit de la quau lieu d’examiner la variation du grand axe de 
UM, 
la premiere orbite, on pourra s’oceuper de celle de la seeonde orbite. 
Designons par 7 la eonstante qui s’ajoute au temps # dans les for 


mules du mouvement elliptique du CoTp>S m,. quand on prend pour fonetion 


n . 4 u,Mt, u ; u, U, 
de forces le premier terme '"* de U et par consdquent "pour foree 
", m, . 
aceeleratriee: puis Posons 
4 
u, U, i 
h — >>; 
IE (dl 


2a etant le grand axe de YVorbite de m: la differentielle dh est donnee Da: 
la formule eonnue 
I d® 


2. dh : dt. 


m, dr 
Dans la premiere approximation, on n’a pas egard A la variabilite des &le 
ments qui entrent dans 2, lorsqu’on remplace les eoordonnees Tı, Yı. 2 
(23. 92, 22), -.. des points m,, m, ... par leurs valeurs tirdes du mouvemen‘ 
elliptique. Tous les termes de f2 sont ou eonstants ou de la forme 
e. Aecos(At+p)”). 
en faisant 
N in-tin 
\ 
Dig u, u, ' u, j 
ee yet, ee Ar 
m, m, 


i, %. ... designant des nombres entiers et a, a,. .... les demi-axes des 
hites de m,, m. ...; de plus, la constante = m’entre dans ee terme que 
parce quil est ajoute & £ dans la partie int de Vargument. Pour ealeuler 
"inegalite seculaire de A, on reduira (2 A sa partie eonstante et. comme 7 
*) La fonetion perturbatrice que j'emploie n'est pas entierement identique ä celle 


que (on a l'habitude de eonsiderer; mais il est aise de voir aue la forme indiauce 
pour les termes de cette fonetion n’en subsiste pas moins. 
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ıy entre pas, dh se r&eduira A zero: on voit done deja que % n’est sujet 
a aucune variation seeulaire, quand on neglige les termes de 2 qui sont 
du second degre par rapport aux masses. 

6. Passons aA la seconde approximation. Si Von prend dans la 
fonetion £2 tous les @el&ments constants, il est aise de voir qwelle se com- 
pose non seulement de termes du premier ordre, mais aussi de termes 
(ordres superieurs. Neanmoins, pour notre commodite, nous rangerons tous 
'es termes deduits ainsi de (2 parmi ceux du premier ordre; ce qui na evi- 
demment aucun ineonvenient. On peut m@me remarquer que, si Yon n’avait 
pas egard aux termes d’ordre superieur au premier dans ce qui preeede, 
a quantite N de lrexpression («.) ne renfermerait que deux termes, tous 
ies nombres entiers i, ü, etant nuls, A Vexception de deux. On peut 
choisir les six Elements du mouvement elliptique b, ec, f, g, h, ı dont h et 


ı font partie de maniere qwils satisfassent aux six &quations canoniques 


dd 1 d2 de I d®2 
\ d m d’ dd m db’ 
ff 1 d2 dg I d2 
’ dm du’ dd m df’ 
dh 1 d2 dee I d2 
I u" Eur Re 7% 


dont la einauieme n'est autre que l’&quation (a.). Les quantites b, ec, f, g peuvent 
etre prises d’une infinite de manieres; en partieulier, on pourra poser, en de- 
sienant par p le demi-parametre et / Vinclinaison de Vorbite sur un plan fixe 
wb, 


m, 


um, „| | 
REN En \ SR PEN | 'peosl, 
' j m, IP 3 ‚P ö 


et prendre pour e la distance du perihelie au naeud ascendant, pour f la 
Iongitude du naud et pour —r le temps du passage de la planete m, au 
perihelie (V. 


Formons les @quations analogues relatives au corps m,, en marquant 


le traite de Dynamique de Jacobi, yp. 457). 


pour ce corps de Vindice 1 les lettres employees pour les elements de m, 


et nous aurons 


db, AR de 0 1aR 

dt m, d,’ de m, db,’ 

FR d, _1 d2 dg, I d2 
u id mdg’ dd m df’ 
la 1 dvd 100 
Ze ee 








NR 
u 
a 









EST ENBeR 27,1, USED NER Se 


a! 
% 
N 
% 

X 
= 
» 

4 

% 

E 








ei. 
mei 
sem 


forn 
dan 
mei 
peti 
la ı 


eon 


par 
eleı 


en 


au 


de 
leı 
me 
se 








EEE TRIER 17 AN ARE 


EIFEL REIZE rl 


Ah ie 
Au SE nun 22 325; 





= P. - 
age 


ag 

Lk 5 
E 
x 
& 





E. Mathieu, inegalites seenlaires des grands axes. 107 


et. dapres ce qui a ete vu (No. 4), les diviseurs m. m, des seconds 
membres des formules (b.), (e.) ne sont qwapparents. On a des formules 
semblables pour les corps m,. m;. 

Dans la seconde approximation de la valeur de A fournie par la 
formule (a.), on doit avoir egard A la variation des elements qui entrent 
dans (2 et comme ces varlations sont tr&s-petites, on peut supposer ces ele- 
ments d&ecomposes en une partie constante et en une partie variable tres- 
petite que nous indiquerons par la earacteristique 4; ainsi, par exemple, 
la partie constante de b sera aussi designde par la lettre b sans crainte de 
eonfusion et sa partie variable sera designee par Ab. 

Developpons (2 suivant les puissances de Ab, Se, ... et designons 
par V ce que devient 42 quand on y substitue les parties constantes des 
elements; nous aurons d’apres la serie de Taylor 


.. = ‚+4 . IS) r 


en faisant 


ut Tees?” ie SE ZU dv 
AV = Ab Ib-+ = Ic-- af Af- = Ig -- z Ah- z 
AV AV 
ME / „E; Ip, 
db 4b14 de, 4er! 
> dV „av | 
IV = db; Ab’ 2 ipdc Ab Ac- 


(0) 


bu 


Pour tenir eompte des termes de = qui sont du deuxieme ordre par rappor! 


4 


aux masses, je ealeulerai „ IV et pour caleuler cette quantite, il suffira 
« 2. 


de remplacer dans son expression Sb, Je, ..., IJb,, Se,. ... par leurs vi 
leurs tirees des equations (b.). (e.). .... em supposant dans les seconds 


membres les el&ments constants et # seul variable: de sorte que Ab, de, 
seront donnes var des quadratures d’apres les formules 


On 1 AV 1 Si 1 /dV 

4b = m, de di, de = db ° 4 in dq di, 
1 dV i Ad} | AV 

Ag -- JE di. Ah= Sa dt {. Ah _ ——f Ah di. 


1 dV 
Ab, = SH 


Ainsi on aura 











\, etant la partie constante et N, N’ 
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a 
| st ft A A 
ee 
he er 


€.) A 


etant des nombres dont ] 


nombres etaient egaux, on pourrait towjours reunir les termes correspon- 
cants en un sen. 
dans les termes periodiques que sous le siene sinus, et dans la partie 
in(t-+rT), ün/t+r), 


Aux termes Psin(Nt+g). P’sin(Nt+g) de V correspondent dans 
dV dV 
les termes 
db ’ de | 
Er dq h 
sın(Nt+qg)-+P eos (Nt+gq), 
db \ a2 db ng 
A , ‚dg' „ ‚ 
sın(Ni+q)+P cos/Nt-+q). 
de rg de "g 


Y+Psin(Nt+g)+P'sin(Nt+g)+-, 


’ 


de Vargument, i, 


qui ont la forme (P.) (No. 5) 


et il en resultera dans la premiere ligne de AV, ce qui swit: 


ia Zu dq ca 71 dp! R ‚dg . " 1 
nf En LP ae ff Li \ ne’ N’ ıL pP sarı/ In! 
er sın(N tg )+1 Ab cos/Nt+q - = cos N t+qg )+H4 2 sn(N I-4-g )| 
EP N. , ‚dg' J wi [ dP E wc Re 
S Nt-+a)\+P 8 /] Igq\ — :08/ +g)+P im|ı ! . 
is in{N rq)Hl os/Nt4g I kl Ntrg)+l ib sin/N HH q) 


« ” 








l,a tonetion V peut se developper en une serie de la forme 


a valeur absolue est differente: ear si deux de «es 


Ensuite 7 n'est pas renferme dans F, et il n’est econtenu 


‚... erant des nombres entiers. 





Si N est different de N, il est @vident, sans faire le caleul, que si on 
effeetue les multiplications et qu’on remplace les produits de sinus et cosinus 
par des sommes de sinus ou cosinus, il n’en resultera aucun terme con- 


stant. N’ peut &tre suppose egal AN, mais comme tous les coefficients N, 
N’, sont supposes differents dans la formule (e.), on ne devra faire 


N = N dans la formule preeedente, qwautant que Von fera aussi P'=P, 


Bus q. 


Alors les termes qui donneront une partie eonstante sont 


ıi ou 


leg 
IE 


ent 


o- 
+ 
oz 


aul 


ee 


On 
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A. ee „dP dag vorn 
sin (Nt+g— os (N 
1 r db de sin’ (NE- ae de db“ I 
\m, BEE nn, „dP dag UN \ 
SE r de db sin (Nt4 url db de. on (NE 1 u 


ı partie constante 


P /dP dy dP dy . 
m. N \db de de db / 


et il en resulte 


me 


DE ze 
ao 


Pour former les derivees de g, on fera abstraction de sa partie 


INT UNMT, +: 


er 


qui est independante de b et ce; done la partie constante de la premiere 
iene de 4V est independante de r. 

On peut faire le meme raisonnement sur la deuxieme liene de IV; 
es termes fournis par la troisieme ligne se prereront aussi A ce raisonne- 
ment, sauf toutefois ceux qui proviendraient de la differentiation de la partie 
in(t4+rT), in(t+rt), ... de largument; car n, n,, ... dependent de a, a,. 


par suite de h, h.. 


Caleulons done les termes de Vrexpression 
I dV fa I dVY fdV 
e u ar far 
m, dhJ dr m, dıeJ dh ° 
' dn Vo 
qui ont le facteur - Ona, dapres (e. 
dh 
en n!Picos/Nt+-g)+Pileos(Nt+-g)+ +) 
” Ein u Fr ih, > Zu ed 
dV | Pi . 7 BR, 7 ' i 
( — —6& l . —- N | eh ne |, 
z U Ze sın (Nt-+-g,-4 yr sin Yt+g)- 


et en neerivant que les termes qui renferment le facteur =, on a 
ei r % (E+T)[Picos(Nt+-g)+ Picos(Nt+g)+ +, 
+ = | . cos/Nt+g)+ u cos (Nt+g)+ ] 
’ On pent done vposer, pour abreger., 


IV In , Ä “day 
+ t+-7)A, F- dt=nB, 


ah dh dr 


dv Rn U: im 
nA, /Z dt — A t+-tr\B-+- ih c, 
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et en substituant dans lrexpression (g.). on a seulement 


10: 


n dn 
m, dh“ 
done tous les termes qui renferment le facteur £+r se detruisent, et si on 
se reporte aux valeurs de A et C, on voit que llexpression renferme cette 
partie constante 


’ n dn (Pi _ P”w’ ) 
(h.\ es . 


” 2m dhNN Te 
Les lignes suivantes de SV sont composdes par rapport a b,, e,. ... ou par 
rapport a b2. ©. .... ete. comme les trois premieres le sont par rapport ä 
b, ec, ... et donnent des resultats semblables. 
V renferme la partie eonstante V,; en la substituant dans la pre- 
miere ligne de AV, on a 
dAV, dV dV dv, 
db de de db 
quantit& nulle. Me&eme chose pour les lignes suivantes. 


l, 


Enfin il reste encore A examiner le cas ot on prend la partie eon- 
stante dans une derivee et un terme periodique dans la derivee conjuguee. 
On obtiendra alors pour la premiere ligne de 4V outre des termes entiere- 
ment periodiques lexpression 

ne M & sin (Nt--q)+P = cos(Nt+q)| = 1, 
qui renferme un sinus et un cosinus multiplie par t. 

85. Done enfin expression de 2 AV, qui represente la partie du 
deuxieme ordre par rapport aux masses de la fonetion perturbatrice, ren- 
ferme 1". des termes periodiques, 2". des termes de la forme 

Atsin(Nt+g),. Atcos(Nt+gq). 
ou N est different de zero; = m’entre dans tous ces termes que dans largu- 
ment et ajoute A # dans »t; 3°. cette expression renferme encore une partie 
constante independante de 7, qui, d’apres (f.), (h.),. a pour valeur 
PrdP d dP dq\, P = dq dp! 2); 
m’N \db de de db/' m’N'\db de de db / 


ER | fdP dgq dp 4 P' dq' dP' 4 
/ m’ 


TmN\d dyg dy af N \af dg dg df 
oc MA A 
"m?’N dh Buch, m’ N’ dh le 


n dn (i A ) 
en 2m? dh N? er ? 


N’? 
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en ne marquant que ce qui provient des trois premieres lignes de IV, 
puisque les termes restants seen deduisent immediatement. Cette partie con- 
stante servira A determiner les incgalites seenlaires des elements, du second 
ordre par rapport aux masses. 
l,a formule (a.) peut s’eerire 

dh 4 dß2 I d2 


di m, d(t-+Jr) m, dr ' 


r etant une eonstante, tandis que, dans la formule (a.), 7 represente cette 
eonstante augmentce de Ir, et si on remplace 2 par V+-4AV, on aura 


dh | [ dV , dAVN, 
di eur Zu Zi 
: be a dV  , d4IV BR | | 
d’apres ce que nous venons de voin, —, €, ne renferment pas de 


parties constantes; done lexpression de k, qui se deduit de cette formule 
par une quadrature par rapport a f, ne renferme pas de termes de la forme 


i Erle vo 
kt, k etant une constante: done h ou ® est sujet a aucune variation se- 


culaire, meme quand on tient compte des termes du second degre par rapport 
anc masses perlurbatrices. 
Si on veut avoir la formule m&me qui donne le grand axe 2a, on 
deduira de V’equation (a.) 
da 2a’ /dV dAav\, 
dt wu, \ dr "dr /' 
dans le second membre « doit &tre regarde comme variable, il faut done 
le remplacer par a-+ Ja ol a sera constant, et en negligeant le terme du 
troisieme ordre, on a 
iR da ” 2a’ f dV , dAV\, dada av 


dt u u, \ dr 


— 
’ 


de / uu, dr 
l.a premiere partie de cette expression a etCE examinde et la seconde est 
egale A 
dada uu, dda 1 d(da)’ 
uU, ne a d 


“ 


ou Von reduit Sa A sa partie du premier ordre. Or cette partie ne ren- 
ferme que des termes periodiques; en en formant le carre, on obtiendra par 
les carres des cosinus des parties constantes, mais elles disparaitront dans 


la differentiation par rapport A #: done la seconde partie de l’expression (1.) 
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ne donnera dans la valeur du demi-grand axe que des termes periodiques. 


La formule (l.) montre done aussi que Ze grand are nmest sujet ü aucune zZ 
variation seculaire. 
Formules du mouvement elliptique et longueur moyenne de lannee siderale. 
9. L’expression de la longitude © du corps m, est donnee par la av 
formule eonnue relative au mouvement elliptiane u Ks 
e = nt+e+S, RN ordi 
Wit. R a | 
5 = (2e- „sinn (t+n)+ re —zle)sin2n(tE+T)+-- : a forn 
nt-}e represente la longitude moyenne de m,. —r le temps de son passage 
au perihelie et e Vexcentrieite. Toutes les quantites a, », e, 7, e qi 
entrent dans » sont supposees variables en vertu des formules de pertur- @ 1 
bation (b.) du No. 6. exa 
Afın de mieux preeiser les quantites qui entrent dans la question. 
representons-nous le grand cerele AN trace sur la sphere eeleste par I ’ 
plan fixe auquel le systeme planetaire est rapporte; soient A le point fix: . 
de ce grand cerele a partir duquel les longitudes sont eomptees, N le neu« 6 
ascendant de l'orbite de m,. Representons nous aussi le grand cerele NP 
trace par le plan de Yoorbite; soient P le point oü le rayon veeteur mene 
au perihelie reneontre ce grand cerele et D le point de ee cerele tel au'oı ug 
at AN+ND=e La valeur de © represente AN-+Nm,, Nm, designant la 
distance angulaire du point N au corps m.. 
J'ai designe preeedemment (No. 6) par e la distance NP du perihelie en 
au naud ascendant et par f la longitude AN de ce naud. Designons paı 
© leur somme, nous aurons oh 
= c-+f, Jr 
et lare DP=:—@. L’anomalie moyenne a ces deux expressions ord 
n(t+T) = nt+e—Ü. e \ de 
5 
Je dis que @ ne renferme aucun terme de la forme kt. 5 
En effet si on differentie Vexpression de ®, on a 
Bi ne ( a2 | dA ” 
dt dd’ dd mN\N db paı 





On a 2=1V-+4V au degre d’approximation auquel nous nous tenons, et V 
AV renferment une partie constante J,. AK que l’on eonservera seulement 
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dans Vexpression preeedente pour avoir Yinegalite seeulaire de @; on aura 
ainsi pour cette inegalite seeulaire 


De ‚u; Nr. wa Ku 


m, 9 dg / T m, de u "dg y"> 
AV eontient aussi outre des termes periodiques des termes de la forme 
ktsin: done © renterme de meme des termes de cette torme et du second 
ordre. mais il ne renferme aucun terme de la forme kfF, kfsin. 
10. En second lieu je dis que e ne renferme aucun terme de la 
forme kt. 
ce se compose de »t- 


e et de la serie S et ona 

ni+e = nt+nT-+@: 
ö ne renferme aucun terme de la iorme kt, cOMME NMOUS venons de voir 
examinons ensuite les deux autres parties du second membre. 


dh 
dt 


des termes du second ordre composes d’un sinus ou cosinus multiplie par 


Nous avons vu que ne renferme que des termes periodiques ou 


!:orona 


1 m 
ze08(Nt+p): 


[teos(Nt+p) dt = —tsn{Nt+p)+ N 


N 
” 1 k | » 
par suite h ou „ est de cette iorme 


SR SEE | 


a a 
en designant par a une constante et posant 
J = A,sin(Nt-+p)+ A,sin(Mt+-g)-+ Btsin(Mt-+q')+- 
ou A, est du premier ordre par rapport aux masses, A,. B, du second ordre; 
J renferme un nombre infini de termes; mais en se bornant au deuxiöme 
ordre, ils sont de trois formes seulement et nous n’avons &crit qu/un terme 
de chaque forme. On a 
n= | AM 43 — y Ar all Ja)/+jaS”), 


m, m, 


en negligeant le troisitme ordre. J’ renferme A}sin’(Nt+p) et par suite la 


. A’ f * > 2) 
partie constante 5 Si done on fait 
_ 1. _,/ 3 ya: 
N, ne | m. aA N 1+ A “ 


ı 
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>A; indiquant la somme de tous les carr&s des coefficients semblables & R. 
A,. on aura 
(d.) n = n,+ A, 608 Nt+p)—+ + B,eos(Rt+s)+ Cyteosı Rt+s')+.-- : 
1, etant du premier ordre par rapport aux masses, B,, ©, du second ordre. 
Done nt ne renferme aucun terme de la forme At. 
On a ; 
{ ’d2 n 
or a u 
m,’ dh | 2 
’ . . $ 
or, on peut eerire, en ne marquant qu’un terme de chaque espece, i 
3 
(2 V,+P,sin(Nt+q)+ ++ Pıtsin'Nt-+r)+b,sin(N't+r')+ | 
IN, j 
‚es indices 1, 2 designant V’ordre des eoefficients. Done en designant par 
T une constante, et en m’eerivant que les termes du premier et du second 
ordre qui renferment ? en facteur, on aura 
n av, Pin fü+ 
ir = T— I-- 7)cos(Nt-+-p)dt- 
y dh "P. 
‚dn jr = ; 
— P:.i Fr 4 r)cos(Nt+r d— O;i (+7 cos (N t+r)dt 
ou 
RE .dn A 
ı = T-—— t—Pii——- — (t+ Tjsin(Nt- 
dh Im NN +p) 
„dn A ar i „dn A ai 
— P,t -——-tt+rsin(Nt+r)—2P;i „teos(Nt-+-r) 
dh N ck dh N’ NN 
. da 7 . / Yf x 4 
— Oi -(t+r\sn(Nt+#r)—.-- 
d: dh N +?) RE, 


et dans le second membre il faut regarder z comme constant. Pour former 
»ı, il faudra muitiplier la serie preeedente par la serie (d.); or il est aise 
de voir qu’on m’obtiendra ainsi aucun terme de la forme kt’ du premier ou 
du second ordre. 


ee ee 


Done enfin at-+e ne renferme pas non plus de termes de la forme 
kt, si on neglige les termes du troisieme ordre. 
CUomme on a (No. 6) 


uU,U, , 
’ = —Zall-—e 
m, 

ar Y 8 
par suite & 
. 1 m, b } 
ee — ’ 

un, a 





on \ 
kP: 

yre 
deve 
term 


m, 
perie 
en 4 


GONS 


, € 
ordr 
peri 
tem] 
27 
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on voit aisement que e renferme un terme du second ordre de la forme 
kP: mais si on remplace e par son developpement dans la serie S et qu'on 
y remplace aussi sous le signe sinus lare n(t+r) par sa valeur, mais sans 
developper les sinus, il est evident que la serie S ne renfermera aucun 
terme de la forme Äf. 
D’apres cela on peut poser 
® Mt-+-L+G, 


PS = 


M, IL etant des nombres constants et @ se composant de termes puremen! 


periodiques, de termes en ktsin du premier et du second ordre et de termes 


r 


en kfsin du second ordre. Or les termes ktsinU, kfsinÜ peuvent &tre 


re 


consideres comme provenant de termes de la forme 
Acos(U+lt+Lt-+r,;f), 

, etant une quantite du premier ordre et 4, r, des quantites du second 

ordre; ainsi on peut regarder @ comme m’etant compose que de termes 

periodiques. Done la revolution siderale de la planete ayant lieu dans le 


temps que © Siaccroit de 27, on aura, en negligeant les termes periodiques. 


? gT B 1 4 ’ . . 14 
jg pour la valeur moyenne de cette r&volution sid@rale; elle est par con- 
/ “ 
sequent constante. En supposant que cette planete soit la Terre. on voit 
que la durde moyenne de l’annde siderale est invariable, lors m&me qu'on 
a egard aux termes du second ordre par rapport aux masses perturbatrices 
Formation des termes du troisi6me ordre de la fonction perturbatrice 
; 11. On a (No. 6 
1 1 En 
() } + A) r 149°) 
m, m, ie 


si l’on s’arrete aux termes du troisieme ordre par rapport aux masses pi 

turbatrices; nous avons done a caleuler la partie du troisieme ordre d 
1 u») r “ . | 1 , ‚y 

„IV et de plus cette m&me partie dans — AV; car precedemment nous 
1 N, 

navons calcule de „„_ IV que ce qui appartient au deuxieme ordre 


Nous avons 





< 
RN) 
“8 
B. 
3 
fe; 
Bi; 
va 
* % 
2 
Br 
Be 
Mi. 
a 
Be. } 
Br 
Sa 
[er 
TER 
Ps“ 
ES: 
Be 
Br: 
18 
“3 
= 


na d’V u er  ; 
T == Ab’ > _ / - 7 ' In 00 0 
IV er Ib -+-2 Abdr Ib 4c-+2 dbdf Ib Af- 
d’V NE 24 d’V 
a -4- - 2 ‘) -- f ... 1.9) - 0.10 


| 15 * 


















116 E. Mathieu, inegalites seculaires des grands axes. 


en ne prenant de Jb, Sc, ... que leurs parties du premier ordre 


FR ME. ; f ya ee er ) y. fr 
. A 2m} db’ de dt) : dbdeJI/ de di «db di 


I nn, 
| UV fdV day 
+ ef dt di-+ +. 
m m, dbdf, ) de J dg 
ou les diviseurs m. mM, ... ne sont qwapparents. 


On a ensuite 





AV dV 
V= 44% 4c+..., 


sı on veut avoir egard au troisieme ordre, il faut faire 


I fdV j dAV 
Ib = ij de di+ n / de di, 


et de meme pour Se, ... Nous pouvons laisser de eöte 


les termes du 
troisieme ordre de IV qui ont ete deja ealeules, et en desienant var A 


ceux des termes de SV qui sont du quatrieme ordre, nous aurons 


I /dV fdAV u u IV, 
A 177, \ uf de di = de db dt) 


i zrdV fd3SV MP Ph \ 
\ df. dg dt - dg. df di) 


j Ei dAV fddV .. 
m, dh. dr di — dt. dh dt) 


I /dV fdAV RR . 
Mm, \db. de, dt - de. db, dt) 


—— 


ot ı1l faudra remplacer 4/V par la valeur (d.), (No. 6). 

12. Examen de A. Commencons par lexamen de 7 qui est plus 
acile que celui de 47°V. Nous avons vu que les termes de ZV sont des 
ormes sulvantes 

keos(Lti+s), k, kteos(Lt-+s). 


’ 


% erant ume constante, et 7 nentrant que dans largument et par nr qui 
est ajoute A nt. 

l. Si on remplace SV par kcos(Li-+s) dans A, on sera conduit 
a une discussion entierement semblable ä celle du No. 7, et on trouvera 
quil n’en peut resulter que des termes periodiques ou des termes eonstants. 

2. 81 on remplace IV par k dans A, en remarquant que la con- 
stante 4 est independante de r, T,, .... on n’aura que des termes de la forme 
kt ou ktsin ou des termes eonstants. 
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3. Enfin si on prend SV = kteos(Lt-+s), on voit immediatement 
que Von m’aura que des termes des formes preeedentes, en substituant dans 


les premiere, 2°, 4e, 5°, ... lignes de 1; mais il faut examiner si certains 


ı 


Lı «ı 


termes fourmnis par la 3° ligne ne renfermeraient pas +7 en facten 
Prenons dans V le terme 
n.) Psin(Nt+gq), 
et falsons 


L = jn+jın; 


j» Jh, etant des nombres entiers. Nous aurons 
dAV . 
— kintsn/Lt-+s). 
dt J E 
dAav kjn BRis \ 
= — teos/Lt+s sin/Lt-+s)): 
/ dr L ( = Ä L ) 
HOUS AUTrONns ensuite 
dAV ‚dn ; | 
hj t‘t+-r\sm(Li-+s). 


dh dh 


en n’eerivant que le terme qui renferme le faeteur f-+-7; puis en integrant 
nous obtenons 


eos(Li+s) , 1 j 
| \-2(+ 7) — +5 (+ r)sin(Lt+s 
he u — Ki dn | L L 
FE | 2 | 
4 [: isınLt+-s)- [5 cos(Li-+s). 
ifferentiant le terme (n.), faisons 
IV u IV . d 
Pincos(Nt-+g), PR 7 Bon 


I+r)cos(Nt+gq 


dr dh BE dh 


en n’eerivant dans la derniere quantite que le terme qui renferme le factewı 


ı\ 


47, et si nous substituons dans 


dV /dAV dV fdAIV 
dh. dr di - dt. dh dt, 
NOUS TOUVONS 
dn 


Pkijn Ah cos (Nt+q)| [: tsın (Lt+s)- 


L?® 


et tous les termes ayant pour facteur +7 se sont detruits. 


eos(hti+s |. 


Si au lieu de prendre dans V le terme (n.), on avait pris la partie 
eonstante F,. on n’aurait forme aucun terme ayant pour facteur 1 


i 


l. 
Ainsi / ne renferme aucun terme qui possede le facteur !+r; on 


I) 
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t-+7,, 
En resume. / ne renferme que des termes de ces quatre formes 


ksin(Nt--p), #4, ktsin(Nt-+p). kt, 






















k Etant une constante dependante des Eel&ments b, ec, ... h, bi, € ».. A. 
mais n&cessairement independante de r, r.. 


’ . rn I o 2r 
13. Examen des termes du troisieme ordre de c IV. — Rappe- 


lons-nous que V peut se mettre sous cette forme (No. 7) 
V= V,+Psin(Nt+-g)+P'sn(Nt+g)+--, 
\, N, ... etant tous des nombres differents. 

Nous ferons une distinetion essentielle entre les termes de 4f°V qui 
renferment le facteur £ ou son carre et ceux qui venferment un ou deux 
des facteurs E+r, t+T,, 

Il est evident que l’on ne pourra obtenir de termes de la forme kf, 
queen faisant VF= V, dans les facteurs de tous les termes de IV et on 
obtient pour ces termes 
"GE. gi EEE, a EEE A 

L2m: db’ \de / m? dbde de db m,m, dbdf, de dg, ha 

De m&me on ne pourra obtenir de termes de la forme kfsin qwen 
faisant F = V, sous le signe d’integration et prenant la partie periodique 
de V dans les derivees seeondes par rapport aux &l@ments. 

Comme 4 ne renferme pas de termes kf, kfsin, par les op@rations 
qui precedent, on aura tous les termes de cette forme et du troisieme ordre 

1 N 
contenus dans = (2. Remarquons que dans ces termes k est indepen- 
dant de r. 

[Il est evident que L4I°V renferme aussi des termes de ces trois formes 
kt, ktsın. k. 

En prenant les derivees de V par rapport aux elements autres que 
h, h. ..., on ne peut introduire le faeteur f; mais au contraire en formant 
les derivees de V par rapport A h, h,, .... on obtiendra des termes qui 
renfermeront les facteurs t+rT, !+T,, ..., par suite de la differentiation 
qui porte sur »(f+r), n,(t+r,), ... dans l’argument. 

Kxaminons les termes en (£+r)‘. D’apres ce qui vient d’ötre dit, 
il est aise de voir quils ne peuvent provenir que des trois parties suivantes: 


voit de möme quil ne renferme aucun terme ayant pour facteur t+r,, 














„u 
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1 d’V dV ‚N IR = ; I dV - av 
BA). 1 a f 
\P-, 2m? dh’ Sir @)- 2m; dr ( dh dt) m‘ dhdt a def dh “ 


Posons 


Pösn(Nt+g)+P'i’sin(Nt+-g)+- = A, 


DEE FE 2.0 
yanlNitg)t ig sin(Nt+qQ)+-* = B, 
2 dV u | 
et nous aurons en negligeant les termes de pn au miont pas le factenı 
"V 
{+r et ceux de dh’ qui nont pas le facteur (E+7, 
d’V 3] 4 d‘V 24 d’V ’ dn TA 
ao — s = tn A, Kae ] 2, 
dh’ dh dr’ dhdr dh 
dV LU dn , 
—dt=nbB, / t+1)B. 
pr dr dh “ dh 
Si done nous Posons 
Mr ar 


- n\ in) +1, AB K, 


les trois parties (p.) donneront respectivement 
IK, —ıK, K 
dont la somme est nulle. Done enfin les termes en (t-+7)’ se detruisent. 
Passons aux termes en (t-+-1)(t+r,). Ils ne peuvent provenir que 
des parties suivantes 


BR. d’V uf den fi 1 d’V RL 
\ m,m, dhdh, dr mm, drdtJ/ dh dh 


g-, us PER F Re 
1 d’V au POS | d’V Ad) di an 


om, m, dhdr, dr dh, mm, dh,dtJ dr, J dh 
et on demontrera comme ci-dessus que les termes en question se detruisent. 

Done tous les termes qui renferment en facteur (+7), ou (t+r,), 
ou (E+r)(t+T,), ... se detruisent. 

Examinons ensuite les termes qui ont le facteur £(f+r). Remar- 
quons que le facteur +7 ne peut provenir que d’une derivee par rapport 
a h et que le facteur £ ne peut resulter que de lintegration d’une derivee 
de Y, par rapport & f. D’apres cela nous sommes conduits A examiner 


3 | XV fdV 'dV l d’VY fdV "dV 
1 mm, dhdfJ dr a dg era m, m, drdfJ dh auf, ei 
en y faisant 
av _ dv, / 'dV "r. dv, ' 
dy dg dg dg 
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Le raisonnement que nous allons donner serait encore applicable, en pre- 
nant dans la formule (r.) au lieu de f, g deux &l&ments conjugues aquel- 
conques b, ce ou ec, b, ou b,, c,. etc. 


Prenons dans la premiere partie de la formule ‘r.) 


IV " ’ 
— P'ineos(N't- q). 
| 
IV Pon u 
/Z di = v sn(N t-+q). 
dy a „u IL MER nu. a 
dh 2 I ? dh (E- T COS N L- 7 u 


AV : dn L[ dP BE > dq : Au | \ 
dhdf e a en r)( ap SOSE y—l ap sn N +), 


on obtient en substituant 


av, Pi dn  dP 


real nn tt--T)sin (N E--q) ( af 08 (Nt+g)—P ji u Nt+9q)). 
Faisons ensuite 
Er Pincos(Nt--gq). 
ei = in( up osıNH4 )—P 3 sin(Nt+ N): 
= — Pi = (+ T)cos(Nt+q), 


= dt = Pi = ( _ + D)sin(Nt+g)+ 2 eos (N t HF), 
et en substituant dans la seconde partie de la formule (r.). nous obtenons 
un terme en Er) egal et de signe contraire A celui qui a te donne par 
la premiere partie. 

Dans la tormule (r.) on peut regarder f et g comme deux &l&ments 
conjugues queleonques; on pourrait done les remplacer en partieulier par 
r et h et la conelusion serait la m&me. 

De meme tous les termes en t(t+7,), t(it+7T,), se detruisent. 

I#+. Oceupons-nous ensuite des termes qui renferment le facteur 
{+7 seulement. On peut les diviser en trois elasses: 1". ceux qui pro- 
viennent de Vexpression (r.) et des expressions semblables, 2°. eeux qui 
proviennent de lexpression (q.) et des semblables, 3°. ceux qui se deduisent 
de l'expression (P.). 


a 4 . "dV i 
1”. Considerant l’expression (r.), mettons dans / y dt pour V la partie 
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periodique au lieu d’y mettre VW, et suivons litteralement le raisonnement 
qui pr&cede, on verra que les termes qui ont le faeteur +7 se detruisent. 
2. Si on reunit la premiere partie de la formule (q.) A& la quatrieme, 
on a l’expression 

1 d’V dV dv 1 dYV dV AV 
/ di dt — / / dtf di 

mm, dhdh, / dr I dr mm, / drdh, J dh I dr 
qui se prete au meme raisonnement que llexpression (r.). La m&me chose 
a lieu pour la reunion de la troisieme partie de (q.) et de la deuxieme. 


| 


| Done les termes en t+7r de la deuxieme «lasse se detruisent aussi. 


3. Passons aux termes en !-+r de la troisieme elasse. Nous arri- 
verons pour ces termes A un resultat different; car ils ne se «detruisent 
pas tous. 

Si dans l’expression (q.) on change A, et z, en h et r, elle devient 
le double de Vexpression (p.). Nous avons vu que Vexpression (q.) ne 
donne aucun terme ayant +7 en facteur et par la m&me raison elle ne donne 

aueun terme ayant le facteur /+r,. Imaginons d’apres cela que Von forme 
les derivees de V qui entrent dans lVlexpression (q.), puis qu’on y supprime 
lindice 1: si par cette modification elles se changeaient en les derivces 


eorrespondantes de lexpression (p.), il est Evident que cette expression ne 





renfermerait non plus aucun terme ayant le facteur £+r. Nous m’avons 
done qua rechercher quels sont les termes de lexpression (p.) qui nm’ont 


pas de correspondants dans Vexpression (4.). 


a. ’ dV dV 
On voit aisement que les valeurs de ' se ehangent en celles 
dh, dr, \ 
dV dV e 2.26 TEE 
de par la suppression de Vindiee 1; mais examinons les derivees 
dh dr 
m d’V ro 
seecondes. Si nous formons Indi en necrivant que les termes provenani 
«tnan 
1 
de Psin(Nt+g) qui renferment le facteur +7 ou f+r,. nous avons 
d’YV dn dn, 


- Pi, t+1)(t+7,)sin(Nt+gq) 


dhdh, dh dh, 


(Gi dP dn, cr 
+12 * 52" 


dh, dh dh dh, 4 a ba N 1 


pl; dq dn | FREE dq dn, . Sn NE 
P(i er er Tr ae )sin(Nt+g) 


En supprimant dans Vexpression de cette derivee seconde Yindiee 1, on 


ad’) . 
ji Qui renferme en plus 


i Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 2. 16 
A 


naura pas tous les termes multiplies par +7 de 













E. Mathieu, inegalites seculaires des grands axes. 


le terme 


.d’n | 
(8) Pi s(t+r)ecos(Nt-+gq). 
\ ? dh?‘ t J \ t 1 q 
(omme on a 
’dV 2 REN Pe . FR pro . ,_, u. 
. = n( V sin (Nt+Y) - N' sin/N't r q)+ m sin (N "tHg")+e-), 


le terme general du carre de cette integrale est 

/ \ pP' pP" iv g' > 5 / r! ’ ' . rt 7 

(t.) 2 wine sn (N t+g )sin{Nt-H-q"), 

en le reduisant a moitie i N =N”, P=P", Q=g'. Ainsi la premiere 
partie de llexpression (p.) renferme le terme 


I PP'P" ,„ „d’n, 


ten 


(A.) Er „ (#-+T)eos(Nt+g)sin (N t-+-q)\sin(N"’t--q") 
A m? N'N" aa q N G+g, 


qu’on obtient en multipliant (s.) par (t.) et qui ma pas son correspondant 
dans la premiere partie de (q.). D’apres ce que nous avons dit, il doit &tre 
reduit a moitie si N = N”, 
d’V 


L’expression de 
| dt dr, 


eomme on verra facilement, se change en 


d’) ’ u Hl2 
celle de ;.: Par la suppression de Vindiee 1: done tous les termes (de la 
( 
seconde partie de (p.) ont leur eorrespondant dans la seconde partie de (q.). 
En differentiant le terme Psin(Nt-+g) de V, on a 
d’V dı 


ns älle a na 5 a u) A nn, ae 
2. = — Pii,n, Ah (+T)sin(Nt-+g)-+ Fr i,n,cos(Nt+g)—P z isn (Nt-+g). 


Si on öte Vindice 1 aux deux membres, il faudra pour retablir Vexactitude 
ajouter au second le terme 


. dn 
u) Pi dh cos (Nt-+gq). 


Si on veut obtenir un terme de 


| ’V dV ‘dV 
d’V d 7 dt 


Ba: Meta ( 
m? dhdtJ dr I dh 
qui renferme le facteur +7, en prenant (u.) pour la derivee seconde, on 
prendra pour la premiere et la seconde integrale respectivement 


PV’! dn san 1. BrRt ion. „ 

vr ch dre)sin(N t4+g), nu Sin(Nit+gq), 
ou 

P'V' dn j' 


2 FE, ’ 
+-a)sin(N"'t+qg"), nn sin (N't-+q"). 


Nr dh N’ 
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DI 
wa 


Il en resulte le terme 
2 PP'P" „ 1 dn\’ f j h 
B) -— < in )(t- T)@0s(Nt-+a)\sin{N t+a’)sin{(N"’t-t+a"). 
en m?’ N'N" um ne | "4, \ "4, 1, 
qui n’a pas son analogue dans la troisieme et la quatrieme partie de (q.): 
il doit &tre reduit A moitie si NN”, 


d’n dn \ 
deu 
ae Nah / 
en ajoutant (A.) et (B.). nous obtiendrons 
PR 4 


(1.) ee 7 U eo nJit4+7)cos(Nt+g)sin(N t4+-g)sin(N"t+g". 
ı 4 4 


Posons 


et par un eehange dans les accents, on a ces deux autres termes 
a... 
a » NN 


m’ 
f* 1 PP'P'" DT u | e wi m M.. f f . rY 2 
(3. mi NN’ iii nJit4+T)cos(N t+q )sin(N 14+g) sin(Nt-4-q). 


ii nJ)(t+rT)cos(N t4+ Q)sin(N"t-4-g")sin(N iq. 


(1.). (2.), (3.) peuvent etre eonsideres comme composes de deux facteurs 
dont le premier est commun et egal & 
rpı 
" ie ndlitr) 

et dont l’autre est respeetivement 

N cos(N t-+g) sin{N't+gq) sin(N"t-+q"). 

N’ cos(N' t-+q) sin (N"t+g")sin(N 4 q). 

N"cos(N"t-+-g’)sin(N 14-9) sin(N't4-q)). 
ou 


N ; z 27 u A m, N /N z 27 ' Z 
\ 4 cos (N + N —Nt+-g+g9—g )+ 7 cos N— N +NT)t+g—g-+gq 





E a cos (AN -+-N+ Ne +-g+g+g")— > eos [.(N— N — N"\t+g9—g—q"). 
N’ BE N' N’ T ; " N' ‚fra! m, N ' Hr ' 
a eos[l +N —N)t+g+g—gl+ 4 cos. (N — N +-N)t+Q—g”+g] 
N’ inc N N’ N" ' " N ‚fı rar arm ' ' " } 
1 cos (N + N -+-NNt+g+qg+g")— f cos (N — N — N)t+g—- g"—gq). 








’" 


N 4 ' r„ i . , [7] N" - 27 Y ran „ 7 
2. cos(N+N+N)t+-g+g+g )— 4 cos[(N — N—-N)t+g —g—q]. 
16 * 


\ 
N" mı nr N a ' N" ar R 2 N " h ’ 
\+ ri cos(N + A—N)t+-g-+g—g]+ r cos[(N — N+ N )t+-g"—g+g] 
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En reunissant les termes qui renferment le m&me cosinus, on a enfin pour 
la somme de (1.), (2.), (3.) 

” N+H-N'+-N")eos!( nz 
2.0 +( N+N’—N"yeos!( N+N—N”)t4+g+g'—g") 
fie nJt-+r): ER EN Da. un ‚0 
" ( N—-N-+-N)eos[E N-N+N )t+g—-g+g \ 
\+(—N-+-N’-+N"yeos[ —N+N'+N")t—g+g +q") 


j pP P' pr" 
m? "ANN'N” 


(G.) 


Telle est la forme des termes du troisieme ordre de la fonction perturbatrice 
qui renferment le facteur t+17. 

Il est utile de remarquer que la valeur de J n’est pas nulle: en se 
reportant A Vexpression de » en fonction de a, (No. 5), on trouvera facile- 
15 


dl 


ment J= — 


L’expression (c.) est d’une forme tres-remarquable. En effet les cosinus 
qu’elle renferme peuvent se reduire a des constantes, si dans l’argument le 
coefficient de ? est nul, mais alors le coeffiecient sera lui-m&me nul et le 
terme disparaitra. Done Vexpression (e.) ne eontient aucun terme de la 
forme A(t+r):; et il my en a non plus aucun dans la fonetion perturbatrice. 

SionaN’=N” et par suite P=P”, g=g", le terme (1.) deit 
etre reduit A moitie et le terme (3.) qui devient identique a (2.), supprime; 
done la formule (e.) doit &tre divisce par 2. Siona N=N=N”, les 
termes (2.), (3.) sont identiques A (1); done la formule (e.) doit &tre di- 
visece par 6. 


Termes du troisieme ordre de la fonction perturbatrice. 

15. Il resulte de ce qui precede que les termes du troisieme ordre 

de = sont des sept formes suivantes 
kÜ, kt, k, 
kFsin(Nt+gq), ktsin(Nt+g), Alt+r)sn(Nt+g), Aksin(Nt+g), 

la eonstante k &tant independante de 7, et N est essentiellement different 
de zero, en sorte qu’aucun de ces termes n’est de la forme k(t-+Hr\. 

Formons dh d’apres la formule du No. 5 


dh = m dt; 
m, dr 


1 


les termes des trois premieres formes disparaitront dans l'expression de dh 
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et les termes de = des quatre autres formes donneront des termes de ces 


dh 
quatre formes. Done —,, ne renferme aucun terme constant, ni des termes 
( 
! 


de la forme kt, kt; par consdquent Ah ou nest sujet a aucune variation 
’ 


seculaire, lors meme quon tient compte des termes du troisieme ordre. 


Sur les formules qui donnent le grand axe et le moyen mouvement jusqu’au 
troisieme ordre. 


16. Si nous niindiquons quun terme de chaque espece, la derivee 


de k ou de — par rapport & £ peut s’&erire de cette maniere 
d 


d 1 
dt a 


1)sin(Mt+p)+(2)sin(Nt-+9)+(2)tsn (N t+g 

+(3)sin (Rt+s)+ B)tsin (Rt s')+ 3) sin(R”t--s" 
1). (2), (3) designant respeetivement une quantit@ quelconque du premier, 
du deuxieme ou du troisieme ordre par rapport aux masses. Il est presque 
inutile de dire que le symbole (2) qui entre deux fois dans la formule pr£- 
eedente indique deux quantites differentes, et de m&me pour le symbole (3). 
Intesrons la formule precedente, en n’eerivant encore qu’un terme de 
chaque type et nous aurons en designant par a une eonstante une dquation 
de cette forme 
-=3 -(1)sin(Mt-+p)+(2)sin (Nt+g)+(2)tsin(Nt-+qQ) 

+(3)sn(Rt+s)+(3)tsin (Rit+s)+ (B)Psn(R't+8s”). 
L/inverse du demi-grand axe se compose d’une partie constante - et d'une 


seeonde partie que je designe par J. Ainsi on a 


| 1 
+ J. 
da a 


a = all-aJ+a’S’-a’JS°). 
J° borne aux termes du troisitme ordre ne eontient que des termes perio- 
diques; mais J’ renferme le terme 

2(1)sin(Mt+p).(2)tsin N’ t-+-p), 
qui contient, si M=N', une partie de la forme kt. II est d’ailleurs aise 
de recomnaitre que les termes de cette forme ne se detruisent pas dans 
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expression de a. Done quoique „ »e renferme pas de termes du troisieme 


ordre de la forme kt, on voit que de pareils termes existent dans Ü expression 
du demi-grand aze a. 

En continuant a ne representer qwun terme de ehaque type, a serä 
donne par la formule suivante 


a = 


De a u u SE EZ "| 
a ® / . ' ' ‘ MR „ „ ’ 
j + (3)44 (3)sin (Rt-+s)+ (3) tsin(R't-+ Ss) + (3) Fsin(R’t-Hs”) 


ainsi la partie constante de a n'est pas a, mais a(1+(2)+(3)). (2). (3 
designant des parties constantes du deuxieme et troisieme ordre. 
Examinons la forme des termes de fu dt. Ona 
MU 2 ww EN f N ) > 3 j 
m =5 | - ı a3t 1+3aJ- = 5 - hr a J F 


ı 8°® > 
m, 


L’expression de », au premier facteur pres, renfermera des termes de mem« | 
forme que l’expression de a; de plus le terme (3)£ sera les $ de ce qwil 
est dans l'expression de a, puisqu'il provient de $a’J’ au lieu de a’,J’, e 
en integrant on aura 
\ EIPZEZEIT ETEITE 
In = | un a-\+(1)sin (Mt+p)-+(2) sin(N t+q)-+(2)t sin(Nt+q') 
| +(3) sin (Rt--s) + (3)tsin(R't-- s’) - (3)sin(R"t+3”)\ 





Il est extr&mement probable que les termes en fsin qui sont dw 
deuxieme et du troisieme ordre et les termes en Psin qui sont du troisieme 
ordre proviennent de developpements d’expressions de la forme 

A,sin(lt+g+ B,t+ IC,sin(Rt-+s)). 
A,, B,. ©, etant des quantites qui renferment en facteur les masses pertur- 
batrices, et le signe I’ indiquant une somme de termes analogues a C,sin(Rt--s). 
| bi Eee ie 
On voit d’apres cela que oseillera autour diune valeur movenne. 
| 
meme en ayant egard aux termes du troisieme ordre de l’expression de 


z Quoi quiil en soit, il est tres-remarquable que linverse du grand axe 


ne renterme aucun terme de la forme kt, kt, kt, tandis qu'on trouve ces 
termes dans les expressions des autres elements caleules jusquiau troi- 
sieme ordre. 
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Sur les termes du quatricme ordre de la fonetion perturbatrice. 


17. Les resultats,. auxquels je suis arrive preeödemment en ayant 
erard aux termes de la fonetion perturbatriee des trois premiers ordres par 
rapport aux masses, m’ont plus lieu quand on a aussi egard aux termes du 
quatrieme ordre. Je me eontenterai d’indiquer le resultat suivant, sans de 
velopper le ealeul qui my a conduit. 

les termes du quatrieme ordre de la fonetion perturbatrice sont des 
formes sulvantes: 

hi ! 2 ke. kt. k. 
kösin(Nt+p), AUsm(Nt-+p), Atsn(Nt+p), ksin(Nt4p). 
ktit--r)sin(Nt-+-p), Ait-+e)sin(Ntp 
kt(t+r). kit-+r). 


l 


la constante k etant independante de 7. Les quatre premieres formes 
R \ ‘ dh ‚ 
disparaitront dans lexpression de in; les termes des six formes sulvantes 
( 
; dh h 4 .. 
produiront dans r des termes des memes formes: enfin les deux dernieres 
( 

a ] 
formes v donneront les termes kt, k: on obtiendra done dans les termes 

. d 


du quatrieme ordre de la forme kt, kt. 

De cette derniere eonsequence on ne peut evidemment rien eonelure 

# [3 * . (4 y P} * “ * | 
contre la periodieite du grand axe. En effet, si l’expression de Ne ren- 

d 
fermait que des termes periodiques, quelque loin que Von pousse Vapproxi- 

) 1 

imation, la valeur de z oseillerait econstamment autour d’une valeur movenne: 
mais, cette expression renfermant des termes du quatrieme ordre de la forme 
kt, kt, il est evident quwon ne peut pas en eonclure le contraire, puisque 
le developpement d’une fonction periodique peut produire de pareils termes. 


Nancy, le 5. janvier 1875. 











Weitere Untersuchungen über eubische Raumcurven. 
(Fortsetzung der Abhandlung dieses ‚Journal Bd. 79, S. 99.) 


(Von Herrn Rudolf Sturm in Darmstadt.) 


Meine Untersuchungen über die eubischen Raumeurven lassen sieh 
auf eine einfache Weise nach einer anderen Seite hin weiterführen, wenn 
man nämlich die doppelte Bedingung, durch einen gegebenen Punkt zu 
gehen, nach und nach durch die doppelte Bedingung, eine gegebene Gerade 
zur Sehne zu haben, ersetzt. Unter den erhaltenen Resultaten hebe ich 
folgendes hervor: 

Wenn verlangt wird, dass eine cubische Raumcurve durch 4 Punkte 
gehe und 6—}. Gerade zu Sehnen habe, so ist die Anzahl der Lösungen in 
allen Fällen 1, ausser wenn =4 oder =) ist. 

Die Sätze für A=6 und =5 sind bekannt; der für = 4 ist in 
der vorigen Abhandlung No. 15 erhalten: es giebt im Allgemeinen keine 
Lösung. Die Sätze für die anderen Fälle werden in der vorliegenden Ab- 
handlung erwiesen; für = 0 ist die Zahl der Lösungen 6. 

1. Es wurde in No. 19, 20 der vor. Abh. gefunden. dass die eu- 
bischen haumeurven eg wir wieder kurzweg Uurven sagen werden), 
welche durch vier Punkte A,, As, A;, A, gehen, a zur Sehne haben und 
b einmal treffen, eine Fläche vierter Ordnung erzeugen, welche die vier 
Punkte A, zu Doppelpunkten hat; da mithin eine dureh A, gehende Gerade 
a’ diese Fläche noch zweimal trifft, so ergiebt sich, dass auf der Fläche 
der Curven (A,*), As, A;, 2a, 2a’, b) die Gerade a’ und ebenso a doppelt liegt. 

2. Diese Fläche ist aber auf der Stelle als eine doppelte Fläche 
zweiten Grades zu erkennen, so dass dann auch a und a’ aus ihrer Sin- 
gularität zurücktreten. Denn sei F” diejenige (einzige) Fläche zweiten 
(Grades, welche durch A,, A,, A; geht und a, a’ enthält: so liegen alle 
Curven (A,, A,, A;, 2a, 2a’) auf derselben, weil sie mit ihr sieben Punkte 
semein haben. Diejenigen unter ihnen also, welche 5b treffen, können dies 


*) Weil die einfache Bedingung, dass eine Tangente einer Curve durch einen 
gegebenen Punkt A geht, hier nicht vorkommt, so soll die doppelte Bedingung, dass 
die Curve selbst durch den Punkt geht, der Kürze halber durch A statt durch A’ be- 
zeichnet werden. 
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nur in einem der beiden Punkte B,, B, thun. in denen F’ von b xe- 
sehnitten wird. 


Es giebt mithin zwei Büschel von Curven (A,. A,. A,. 2a, 2a’, b): beide 
liegen auf derselben Fläche zweiten Grades F’, die von ihnen demnach doppelt 
bedeckt wird; die einen Uurven sind die durch A,. As. A,,. B, gehenden 
und die Geraden der Schaar a, a’ auf der Fläche zweimal treffenden, die 
anderen die durch A,. A,. A,. B, gehenden und dieselben Geraden zweimal 
treffenden. Je zwei Uurven aus verschiedenen Büscheln treffen sieh noch 
in einem vierten Punkte. 

Die Begegnungspunkte unserer Uurven mit 5 füllen nicht die ganze 
(serade b aus, sondern redueiren sich auf zwei feste Punkte derselben. 

3. Beide Büschel haben eine Curve gemein; denn dureh die fünf Punkte 
A,. A:. A;,. B,. B, geht auf F? eine Curve, welche a, a zweimal trifft. 

Es giebt mithin eine einzige Curve, welche durch drei gegebene Punkte 
geht und drei gegebene Geraden zweimal trifft. 

4. Welches auch die fernere Bedingung sei, die man Uurven A,. 
A,, A,. 2a, 2a’) auferlegt, das Erzeugniss wird immer die Fläche zweiten 
(‚rades F’ dureh A,. A. A,, a, «a sein: die Vielfachheit derselben wird 
sich nur ändern. Verlangt man z. B. dass die Curven noch eine gegebene 
Ebene 9 tangiren: so werden sie die Fläche F’ vierfach erfüllen: denn 
durch A,. A,. A; und einen beliebigen Punkt von F’ gehen auf derselben 
vier Curven, welche die Geraden der Schaar a, «a zweimal treffen und 9 
berühren (No. 5 oder 21 der vor. Abh.‘. Die Curve der Berührungspunkte 
der Curven (A,, A.. A,,2a,2a,) mit ? ist der Kegelschnitt K’ = (F’, f 
und seine Tangenten sind die der berührenden Curven. In jedem Punkte 
wird er (und 5) nur von einer Curve berührt. Aber auch die dritten Sehnitt- 
punkte dieser berührenden Curven erfüllen den Kegelschnitt AK’, und zwischen 
den Berührungspunkten und den dritten Schnittpunkten besteht eine Correspon- 
denz (2,1): denn von den vier Uurven, die dureh einen Punkt von K? selbst 
gehen, haben sich zwei in die dort berührende vereinigt, die beiden anderen 
berühren in anderen Punkten von K’. Da K° wunieursal ist, so ergieht sieh 
die Zahl der Coineidenzen drei, welche alle zu oseulirenden Curven führen. 
wie man leicht einsieht; die Geraden a, a’ können offenbar durch jede 
zwei andere Geraden derselben Schaar auf F? ersetzt werden: also ist von 
vornherein klar, dass ihre Spuren in 5 sich nicht vor den anderen Punkten 
von K° auszeichnen. 
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Es giebt mithin drei Curven |A,, A;, A,, 2a, 2a’, ?°), d.h. welche P 
oscaliren. 

Sei P' eine andere Ebene; so gehen durch jeden Punkt von (F’, p') 
vier 9 berührende Curven, welehe (F*, ) noch in 4.2 Punkten treffen; es 
ergieht sich daher auf (F’, P) eine Correspondenz (8,8), welche zu 16 
Comeidenzen führt. Diese Zahl erleidet keine Reduetion durch zertallende 
und uneigentlich berührende Uurven. 

Es giebt deshalb 16 Curven |A,. A,. A;. 2a, 2a’, 7, ') 

2. Wenn 2 durch A, gelegt ist, so ist die Fläche F’ ebenso auch 
das Eırzeugniss der Unrven (A,, As. 2a, 2a, welche 5 in A, berühren, und 
zwar ist sie einfach: die Tangenten dieser Curven erfüllen nieht den Büschel 
5, A,), sondern sind alle identisch. 

Legt man nun durch A, eine Gerade a’, so trifft diese die F* noch 
u einem (einfachen) Punkte. Folglich wird die Ebene 5 im dem Punkie 
ij. von einer Curve \A,. As. 2a, 2a’, 2a”) berührt. 

6. Kassen wir jedoch F’ wieder als Erzeugniss der Curven (A,, 
A,. A,. 2a, 2a’, b) auf, so ergiebt sieh, weil eine durch A, gehende Gerade 
a die Fläche F’ noch in einem (zweifachen) Punkte (durch den von jedem 
der beiden Bischel eine Curve geht) schneider, dass auf der Fläche F“ der 
Curven |A,. A, 2a, 2a', 2a”, b) durch jeden Punkt (A,) von a” zwei erzeu- 
sende Curven gehen. mithin «’ und ebenso a, a’ doppelt sind. 

Falls aber b’ z.B. dureh A, geht, so fällt einer der beiden Punkte 
B,. B, mit A, zusammen, also nur der andere Punkt liefert eine Unrve, die 
der (seraden b’ in einem von A, verschiedenen Punkte begegnet. In diesem 
Kalle bilden die Curven (A,, As, A;, 2a, 2a, b’) nur einen Büschel und durch 
den zweiten Schnittpunkt der a” mit F’ geht nur eine Curve; also sind 

(A,, 


a, a, @' auf der Fläche der Curven A,, 2a, Bi; 2«”,b') nur einfach. 


7. Die dureh einen Punkt A, (= A,) von a’ gehenden erzeugenden 
Curven der Fläche F* der Curven /A,. A,. 2a, 2a’, 2a”, b) treffen beide a” 


zum zweiten Male in demselben Punkte A;, die Gerade b hingegen in ver- 
sehiedenen Punkten, bez. in B.. B.. 

Durchläutt A, die Gerade a’, so erzeugt die Fläche F’=\A,,A,.a,«a', A, ) 
einen Büschel. dessen Grundeurve aus a, a und den beiden Geraden durch 
A,. bez. A, besteht, welche a, «a treffen. Die Punkte A,, Ay beschreiben 
tolelich auf a’ eine Involution, ebenso aber auch die Punkte B,, B, auf b. 

PDureh jeden Punkt B, auf b geht eine Curve (A,, As, 2a, 2a’, 2a” 




















I” 22 
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(No. 3): trifft dieselbe @’ in A,, A;. 50 giebt es noch einen Punkt B, aut 
b, dessen Curve (A,, A,. 2a, 2a’, 2a”, die a” in denselben beiden Punkten 
A,. A, trifft. Durehläuit D, die Gerade b, so erzeugen sowohl B,. B. als 
auch A,. A, eine Involution. 

°. Ebenso erhält man auf a, a je eine solche Involution und jede 
entspricht eine Involution auf db. Alle drei Involutionen JS, JS, J" auf d 
haben ein Punktepaar gemein. Denn sei B}B} das gemeinsame Punktepaa 
der beiden Involutionen JS’, /”, die den auf a’ und a” gelegenen entsprechen. 
und A,A,, A,A, die entsprechenden Paare dieser beiden Involutionen, so 
geht eine Fläche ‚zweiter Ordnung dureh A, A, a, a’, A. A. B\. B 
und eine durch A,., A.. a, a’, A,, A,. B!. B!. Der ternere Schnitt beide: 
"lächen ausser a ist eine eubische Raumeurve, die dureh A,. A... B). 
geht, a zweimal trifft und. da a’, a’ auf den beiden Flächen bez. mit a zu 
derselben Schaar gehören, auch diesen zweimal und zwar in den Punkten 
A’, A” begegnet. Die durch diese Curve und a’, a” gelegte Fläche, welch 
zu den Flächen gehört, die die Involution J indueiren. tritt b in B\. B 
also ist BD). BD, auch ein Wunktepaar dieser Involution. 

9. In der eben erwähnten eubischen Raumeurve haben wir abe 
eine Curve durch A,, A, gefunden, welche a, a, a’, b je zweimal trift 
Man kann sich leicht umgekehrt überzeugen, dass jede Curve von dies: 
Beschaffenheit 5 in einem den drei Involutionen gemeinsamen Punktepaaı 
treffen muss; also ist unsere Curve die einzige. 

Ks giebt mithin eine einzige Curce, die durch zwei gegebene Punkt: 
A,, A, geht und vier gegebene Geraden a, a, a, b zu Sehnen hat 

Auf der Fläche F’ der Curven (A,. A.. 2a, 2a’, 2a”, b ist unsere Curre 
doppelt. 

Dureh A,, A,, a, a, @', b geht ein Flächenbüschel dritter Orduung. 
zu dessen Grundeurve diese Curve gehört, weil sie mit jeder Fläche zehı 
Punkte gemein hat: die beiden Geraden, welche a, a’, a’. b treiten, vi 
vollständigen die Grundeurve. 


' 


Gehören die vier Geraden a, a’, a’, b zu derselben Schaar eine 


Fläche zweiten Grades, ohne dass A,, A, auf dieser Fläche liegen, so zieht 
es keine Curve. Befinden sich jedoch auch A,. A, auf dieser Fläche. dann 


giebt es x’. 
10. Ehe die Ordnung x der Fläche F” gesucht wird, sollen noeh 
die Ausartungen von erzeugenden Uurven derselben ermittelt werden: 


14” 
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a) Es giebt durch A,, A, vier Kegelschnitte, welche a, «a, a’, b 
treffen: jeder wird ergänzt durch die Erzeugende des Hyperboloids H’=[aa’a”) 
(d.h. desjenigen, zu dessen Leitschaar «a, a’, a’ gehören), welche durch den 
vierten Schnittpunkt des Kegelschnitts geht. Diese Curven sind einfach auf 
unserer Fläche. 

7) Von A, geht eine Gerade aus, welche a, «a trifft; sie wird durch 
den Kegelschnitt ergänzt, der in der Ebene A,a” durch A, geht und sie 
und a, a, b tritt. Dureh Vertauschung der Geraden a, a’, a” und der 
Punkte A,, A, ergeben sich sechs soleher zerfallenden Curven, welche eben- 
falls auf der Fläche einfach sind. 

y) Jede der zwei Geraden, welche a, «a, a’, b treffen, wird durch 
jeden Kegelschnitt ergänzt, der «dureh A,. A, geht. sie und a, a, a” trifft: 
es olebt aber nur je einen, der dies thut; denn alle Kegelschnitte, welche 
dureh A,, A, gehen und a, «, a’ treffen, erzeugen eine Fläche vierter Ord- 
nung, auf der letztere einfach sind und die von jeder der beiden Geraden 
ausser auf den a nur noch einmal getroffen wird; der dureh den Sehnitt- 
punkt gehende erzeugende Kegelschnitt ist der gesuchte ergänzende. 

11. Nennen wir unsere Fläche F’(b), hingegen Fb’) eine andere 
von derselben Art, bei der jedoch die von den erzeugenden Uurven einmal 
getroffene Gerade 5’ ist. Beide Flächen haben eine Curve z’ter Ordmung 
vemein: zu derselben gehören zunächst die auf beiden doppelten Geraden 
a. Sei Y ein Punkt des ferneren Schnitts, so «eht durch ihn je eine er- 
zeugende Curve der einen und der anderen Fläche; weil aber durch drei 
Punkte A,, As. Y nur eine Curve geht, die gleichzeitig die drei Geraden 
a zu Sehnen hat (No. 3), so sind beide Curven identisch; der fernere Schnitt 
besteht demnach theils aus nicht zerfallenden Curven der einen Fläche, die 
die Leitgerade b bez. b’ der anderen treffen und so erzeugende derselben 
werden, also aus = Uurven, theils aus von b oder b’ unabhängigen Bestand- 
theilen von zerfallenden Curven: das sind aber allein die geraden "Theile 
der sechs Curven >). Mithin ergiebt sich: 

2 = 3.2°+32-+6: 
also 2 —=6. 

Die Cureen |A,, A,,2a, 2a’, 2a", b) erzeugen demnach eine Fläche 
sechster Ordnung (F"), auf welcher a, a’, a” doppelt, b einfach ist und die 
eine einzige und zwar nicht zerfallende doppelte erzeugende Curve hat. 
Ihr Schnitt mit dem Hyperboloide [aa’a”’] kann ebenfalls ausser aus 
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a. a, a’ nur aus erzengenden Curven oder Theilen derselben bestehen. 
oder vielmehr. da das Hvperboioid die Punkte A,. A, nicht enthält, nur aus 
'Theilen: er setzt sich zusammen aus den sechs geraden Bestandtheilen der 
Curven «) und 7). 

Es giebt sechs Curcen (A,, A,. 2a, 2a‘, 2a”, b, b). 

12. Geht b’ durch den Punkt A,. so ist schon oben (No. 6) ge- 
funden, dass dann auf der Fläche F(b’). deren Ordnung in diesem Falle y 
sei, die Geraden a, a’, a’ nur einfach liegen: ferner gehören in diesem Falle 
von den Curven 5) nur die der Fläche an, deren gerade Bestandtheile dureh 
A, gehen: folglich gilt für den Schnitt mit der Fläche F’(b\ die Gleichung: 

6y = 3.2434 +3, 
also y=3. Es giebt mithin drei erzeugende Curven auf F"(b), welche 
der durch A, gehenden 5b’ noch ausserhalb A, begegnen: d.h. der Punkt 
4 und ebenso der Punkt A, ist auf Fb) dreifach. 

Die Gerade A, A, gehört überdies weder einer erzeugenden Curve 
an. noch wird sie von einer solehen ausser in A,. A, «vetroffen. 

13. Die Gerade b ist auf F'(b) einfach, weil durch jeden Punkt von 
b und A,. A, nur eine Curve geht, welche a, a, a” je zweimal trifft 
No. 3). Durch b werde eine Ebene 7 gelegt: dieselbe schneidet aus F 
eine Curve fünfter Ordnung, welche der Geraden b ausser in deren Be- 
veenungspunkten mit der Doppeleurve (No. 9) noch in drei Punkten be- 
segnet; in diesen berührt die Ebene 7 erzeugende Curven. Die Curven 
A,. A,, 2a, 2a’, 2a”), welche die Ebene 7 tangiren, erzeugen durch ihre Be- 
rihrungspunkte eine Curve dritter Ordnung K', auf welcher die Punkte (a, 
a,a') einfach sind (No.»). 

14. Wir legen durch A, eine Gerade a’: da dieselbe die Fläche 
F'(b) ausser im dreifachen Punkte A, noch in drei Punkten trifft. so stellt 
sich heraus, dass die Gerade a” auf der Fläche F’(b) der Curveu \A,, 2a, 
2a’, 2a",2a”, b) dreifach ist: dasselbe gilt für a, a’, a’. Die Gerade b hin- 
gegen ist wegen No. 9 auf dieser Fläche nur einfach. 

15. Suchen wir zunächst die zerfallenden erzeugenden Uurven von 
F'ib) auf. Diese können nur zweierlei Art sein: entweder trifft der gerade 
Bestandtheil alle vier Geraden a, oder drei derselben und der Kegelschnitt 
dann die vierte zweimal; denn zweien von den Geraden a kann letzterer 
nicht zweimal begegnen. 


e) Es giebt zwei Gerade ce‘, ec, welche alle vier Geraden a treffen: 
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jeder z. B. e' ergänzende Kegelschnitt muss durch A, gehen und die fünf 
windschiefen Geraden a, a’, a”, a’, b und die vier derselben sechneidende 
(serade e treiten. Die Zahl dieser ergänzenden Kegelschnitte ist drei; demn 
die vier Geraden a als Erzeugende und der Punkt A, bestimmen zwei 
hegelllächen dritten Grades, von denen die eine ec’ zur doppelten, e” zw 
einfachen Leitgeraden hat, die andere umgekehrt *): alle Kegelschnitte, 
welche «durch A, gehen und a, a’, a, a” und e' treffen, haben mit der 
ersteren dieser beiden Flächen sieben Punkte gemein, gehören ihr ganz an: 
so dass die Regelfläche ihr Erzeugniss ist. Da sie von b dreimal getrotien 
wird, so giebt es drei Kegelschnitte (A,.a, a, a',a',c',b). 

Jede der beiden Geraden e und e’ liegt mithin auf der jetzigen 
Fläche dreifach. 
P) In der Ebene aA, giebt es einen Kegelschnitt. der dureh A 


„n 


geht und a’, a”, a”, b trifit; er wird durch die Erzeugende des Hyper- 
boloids la’a” a”) ergänzt, welche durch seinen vierten Schnittpunkt mit dem- 
selben zeht. Dies giebt vier zerfallende Uurven, deren beide Bestandtheile 
einfach sind. 

y) Es giebt zwei Gerade, welche a, a’, a’, b treffen; jede wird 
durch den Kegelschnitt ergänzt, der in der Ebene «A, liegt, durch A, geht 
und sie, sowie a, a’, a” trifft. Es ergeben sich so acht einfache zerfallende 
Uurven. 

16. Der Schnitt z !er Ordnung zweier Flächen F’(b) und F’(b') be- 
steht wiederum wegen No. 9 ausser aus den vier Geraden a nur aus er- 
zeugenden Unrven, demnach aus z nicht zerfallenden,. welche gleichzeitig b 
und 5b’ treffen, und aus den von 5b und 5b’ unabhängigen geraden Bestand- 
theilen e’, ec’ der Uurven «). Mithin ergiebt sich: 

2? = 4.3°433+2,3°: 
tolelich 3= 9. 

Die Fläche der Curven (A,. 2a,2a', 2a", 2a”, b) ist demnach neunter 

Ordnung. Ver Schnitt mit dem Hyperboloide |aa’a”) besteht aus diesen 


drei Greraden und, wie leicht zu ersehen, nur aus erzeugenden Uurven: nän- 


*) Cremona, Sulle superlicie gobbe del terz ordine, No. (Atti dell’ Istituto Lom- 
bardo Mai 1861.) Em. Weyr, Räuml. Erzeugn. einzweideutiger Gebilde 8. 25. - 
Noetker, Math. Ann. Bd. 5 S. 177, wo bewiesen wird, dass eine r-fache Curve auf einer 
Fläche m'" Ordnung für deren Bestimmung mit Ar(r 4+1)(3m — 2r +5) Punkten äqui- 
valent ist, also die Doppelgerade der Regeltiäche dritten Grades mit zehn Punkten. 















Sturm, wetlere Untersuchungen über cubische Raumeurven. 37 
I ) 


lieh den geraden Bestandtheilen ce’, e’ der Curven «), dem von einer Curve 


7) und den von zwei Curven y). In der That ist 29=3.3+2.53+1-+2. 
Mit jeder Fläche dritter Ordnung, die durch A,, a, a’, a”, a” seht, 
hat diese Fläche die vier Geraden «a, die beiden Geraden e und ausserdem 
mir nicht zerfallende erzeugende CUurven gemein, nämlich die drei. welche 
durch die Selmittpunkte von b mit der Fläche dritter Ordnung gehen, denn 
dieselben haben mit letzterer zehn Punkte gemein: 3.9 = 4.342.343. 

Die Zahl der Curven \A,, 2a, 2a, 2a”, 2a", b,b') ist neun. 

17. Auf der eben erhaltenen Fläche F’ ist wiederum die Vielfach- 
heit des Punktes A, zu untersuchen. Da dureh ihn neun Aeste der Schnitt- 
eurve von F’(b) und F°’(b’) gehen, nämlich nur die neun nicht zerfallenden 
vemeinsamen erzeugenden Uurven, so ist dieser Punkt A, auf jeder der 
beiden Flächen dreifach. 

Man kann auch, ähnlich wie oben, 5’ dureh A, legen und findet 
dann. dass auf der Fläche F”(b", der Curven (A,. 2a, 2a’, 2a". 2a". welche 
b' ausser in A, treffen, die Geraden a, a’, a’, «' und ebenso die Geraden 
ce, ec" nur doppelt sind; woraus sich dann durch den Schnitt mit F’ib) er- 
vjebt, dass w = 6: sodass b’ die Fläche F’ib) ausser in A, noch sechsmal 
trifft. also A, auf dieser Fläche dreifach ist. 

IS. Wir legen eine Ebene 5 durch b; die Curve achter Ordnung, 
welche dieselbe aus F” ausschneideti, beregnet 5b in acht Punkten. Giebt 
es nun # Uurven, welche durch A, gehen und a, «a, «, «', b zweimal 
treffen, und in Folge dessen auf der Fläche F’ doppelt liegen, so «chören 
deren 24 Begegnungspunkte mit b zu jenen acht Punkten: die S—-2u =! 


5 aut b tan- 


l 


iibrigen rühren von Curven (A,, 2a, 2a’, 2a”, 2a”) her, welche 
viren, so dass die Uurve K der Berührungspunkte der Curven (A,, 2a, 2a. 
2a@", 2a”, P) mit 5 von der tra Ordnung ist. 

19. Es sei B ein beliebiger Punkt in 9: die Uurven (A,.B, 2a, 2a, 
2a”, b) erzeugen eine Fläche sechster Ordnung, welche in B einen drei- 
fachen Punkt hat (No. 11, 12): so dass der Anschmiegungskegel dritter 
Ordnung dieses Punktes von 5 in drei Kanten durehschnitten wird; von den 
Curven (A,,2a,2a,2a”), welche 5 in B berühren, treffen also drei die 
(serade b, folglich erzeugen sie eine Fläche dritter Ordnung, welche B, 
indem 5 eine gewöhnliche Berührungsebene ist, zum einfachen Punkte hat. 
Ist nın B die Spur von a” in >, so triftt a” diese Fläche noch zweimal; 
von den Uurven (A,. 2a, 2a, 2a”, 2a”) berühren mithin zwei die Ebene £ 


















136 





Sturm, weitere Untersuchungen über enbische Raumcurven. 


in B=Pa”. Dieser Punkt Ba” und ebenso die drei Punkte Ba, Pa’, Ba” 
sind folglich Doppelpunkte der Curve K'; woraus schon sich vermuthen lässt, 
dass > 4 sein wird. 

20. Nehmen wir an, dass 5b” die Gerade a” (in A) treffe; von der 
Fläche F°(b”) löst sich dann die Fläche der Curven (A,. A, 2a, 2a’, 2a”) ab. 
welche a” noch ausserhalb A treffen. Weil die Fläche der Curven (A,. 
A, 2a, 2a’, 2a”, b’) sechster Ordnung ist und A zum dreifachen Punkte hat. 
so wird sie von a” ausser in A noch dreimal getroffen, folglich ist die Zahl 
der erzeugenden Curven der sich abtrennenden Fläche, welche 5’ treffen. 
und mithin die Ordnung dieser Fläche gleich drei. Die Curven (A,. 2a, 
2a, 2a", 2a”, 6b") also, welche a” und 5b” in von A verschiedenen Punkten 
zweimal, bez. einmal treffen, erzeugen eine Fläche sechster Ordnung @ 

21. Wenn A” ein anderer beliebiger Punkt von a” ist, so er- 
zeugen die Uurven (A,, A”, 2a, 2a’, 2a”, b") eine Fläche sechster Ordnung. 
aut weicher A” dreifach. 5b’ einfach ist: sodass die durch A” gehende und 
b” iin A) treffende Gerade a” sie noch zweimal schneidet: woraus hervor- 
geht. dass durch A” und so dureh jeden Punkt von a” zwei erzeugende 
Curven von @° gehen, a” also auf @’ zweifach ist. 

22. Wir denken uns jetzt, b" sei in der obigen Ebene 2 gelegen, 
sodass A der Punkt Pa” ist. Die Curve fünfter Ordnung, welche von / 
aus @" ausgeschnitten wird, geht wegen der Zweifachheit von a” einmal 
durch A und trifft ausserdem 5” noch in vier Punkten. 

23. Von diesen Punkten kann keiner herrühren von erzeugenden 
Curven der @, welche 5b” zweimal treffen: denn alle die Curven, die in A 
einen gemeinschaftlichen Begegnungspunkt mit a” und b” haben, sind mit 
der oben abgetrennten Fläche dritter Ordnung entfernt. Andere, bei denen 
die beiden Begegnungspunkte mit a” von denen mit b’ verschieden sind, 
würden mit der Ebene a’”b” vier Punkte gemein haben, so dass ein Theil 
von ihnen und zwar der Kegelschnitt in dieselbe fiele; aber solche zer- 
fallende erzeugende Curven von @” giebt es nicht. 

Mithin stammen die vier Punkte von erzeugenden Uurven von @" 
her, welche die Ebene 9 auf 5” berühren; da nun A=Pa” ein Doppel- 
punkt der Berührungseurve ist, so tolgt, dass diese Curve K' der Berüuh- 
rungspunkte der Curten (A,, 2a, 2a’, 2a”, 2a”, P) mit ? von der sechsten Ord- 
nung ist. Daraus geht nun hervor, dass #»=1 ist. 

Es giebt also eine einzige Curve (A,,2a, 2a, 2a”, 2a", 2b). 
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Es ist keine solche Curve möglich. wenn vier von den fünf Geraden 


derselben Schaar einer Fläche zweiten Grades angehören. wofern nieht auch 
A, auf derselben liegt. Ist dies der Fall, so giebt es x’, alle gehen dureh 
A, und die beiden Schnittpunkte der fünften Geraden mit der Fläche. 

24. Wird nun wieder durch den Punkt A, eine Gerade a'“ zelest. 
so trifft dieselbe die Fläche F’(b) der Curven (A,. 2a, 2a', 2a", 2a", b) ausse 
in deren dreifachem Punkte A, noch in sechs Punkten. Mithin sind auf 
der Fläche der Curven (2a, 2a', 2a”, 2a”, 2a'‘,b) die Gerade a“ und ebenso 
die vier anderen Geraden a sechsfach. 

25. Zerfallende erzeugende Curven dieser Fläche F’(b) können zu 
ihren geraden Bestandtheilen nur solche Geraden haben, welche vier von 


2 ® . \ . 
‚„‚ ec die beiden Geraden, welche a, 


den fünf a treffen. Sind wie oben ec 
a, a’, a” treffen, so wird jede ergänzt durch jeden Kegelschnitt. desseı 
Ebene durch a!“ geht, und welcher a, a’, a”, a”, b und der betreffenden 
Geraden selbst begegnet. Die Zahl dieser Kegelschnitte ist vier: denn 
wenn A ein beliebiger Punkt von a'“ ist, so ist das Erzeugniss der Kege! 
schnitte (A,a, «a, a',a”, c') eine Regelfläche dritten Grades, welche e' zi 


doppelten Leitgeraden hat (No. 15.): sind A’, A” ihre beiden weitere 


Sehnittpunkte mit a’, so sind die beiden erzeugenden Kegelsehnitte, die 
dureh A’, bez. A” gehen (und in ihren Ebenen zum vollen Sehnitt von deı 


durch A”, bez. A’ gehenden erzeugenden Geraden der Fläche ergänz: 


werden), die beiden unter den Kegelschnitten (a, a’, a’, a", 2a'“, c'), welche 
a“ das eine Mal in A treffen. Folglich liegst A und somit die ganze 


2 


Gerade a!‘ auf der von allen diesen Kegelschnitten erzeugten Fläche zwei- 
fach, und da in jeder Ebene durch a'“ nur ein erzeugender Kegelsehnitt 
sich befindet, so ist die Ordnung dieser Fläche vier, mithin auch die Zahl 


m 


der Kegelschnitte (a, a’, a", a", 2a‘, c', b). 


Wenn e’' nicht die vier Geraden a, a’, a”, a” träfe, so wäre die 
Zahl dieser Kegelsehnitte acht, wie nach Herrn Chasles Angabe *) von den 
Herren Zeuthen, Lüroth, Schubert “”) gezeigt worden ist; in unserem Falle 


73 ZZ: 


gehen vier derselben je durch den Schnittpunkt von e' mit a, a’, a”, a 


3 
und sind abzuziehen. 


Die Geraden e’ und ec” sind folglich auf der Fläche F’(b) vierfach 


*) Comptes rendus, Bd. 61 8. 391. 


*#*) Zeuthen, Verhandlungen der dän. Academie. Oversigt 1866 8. 91. — Lüroth, 
dieses Journal Bd. 68 8. 189. — Schubert, ebenda Ba. 71 8. 383. 


Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 2. 15 
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(während die ergänzenden Kegelschnitte nur einfach sind); Aehnliches gilt 
für die acht übrigen Geraden ce, welche je vier von den fünf Geraden a treffen. 

26. Zwei Flächen F°(b) und F’(b’, haben, weil durch jeden Punkt 
nur eine Curve (2a, 2a', 2a”, 2a", 2a'”) geht (No. 23), ausser den Geraden a 
nur noch erzeugende Curven oder Theile derselben pn mithin die s 
nicht zerfallenden, welche b und R treffen, und die zehn Geraden e, welche 
b' unabhängige sind. Demnach ergiebt sich: 


"Te 
d 
i 


von b une 


> 


s® = 5.6°+10.4°+3s; 
tolelich ist s= ZU. 

Die Curven (2a,2a',2a",2«a”,2a',b) erzeugen mithin eine Fläche 
swanzigster Ordnung. 

Ihr Schnitt mit dem Hyperboloide [aa’a’) kann ebenfalls nur ausser 
aus a, a, a’ aus erzeugenden Curven oder Theilen derselben bestehen. Er 
setzt sich zusammen aus vier von den zehn Geraden e und aus den beiden 
Uurven dritter Ordnung auf dem Hyperboloide, welche durch die vier Schnitt- 
punkte von a” und a’ und je einen von b gehen; in der That ist 

2.20 = 3.6 +4.4+2.3. 

Es giebt zwanzig Curten (2a, 2a, 2a", 2a", 2a'Y, b, b) 

27. Da dureh jeden Punkt nur eine Curve geht, welche die fünf 
(seraden a zweimal trifft, so ist b auf F(b\ einfach, und jede Ebene P 
durch b schneidet noch eine Curve neunzehnter Ordnung aus. Wenn ähn- 
lich, wie oben, « die Zahl der Curven ist, die nicht blos die fünf «, sondern 
auch noch die b zweimal treffen und deshalb auf F”(b) doppelt liegen, so 
ist die Ordnung F der Curve K der Berührungspunkte der Curven (2a, 2a', 
2a",2a”", 2a‘, 7) mit 9 gleich 19—2w; diese Curve hat die Spuren der 
fiinf Geraden a in 5 zu doppelten Punkten, wie in ähnlicher Weise als in 
No. 19 zu finden ist. 

28. Es sei wieder b’ in 5 durch die Spur A von a‘ gezogen; so 
sondert sich von der Fläche F”(b”) das Erzeugniss der Curven (A, 2a, 2a, 
2a”, 2a”) ab, welche er ausser in A nochmals treffen. Weil die Fläche 
der Curven (A, 2a, 2a’, 2a”, 2a”, b') neunter Ordnung ist und von a’ ausser 
in ihrem dreifachen cr A noch sechsmal getroffen wird, so ist die eben 
genannte sich absondernde Fläche sechster Ordnung und der Rest, d. i. das 
Krzeugniss der Uurven (2a, 2a’, 2«”, 2a”, 2a, b’), welche a und b" in 
getrennten Punkten treffen. von der vierzehnten Ordnung (@”); was sich 
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auch daraus ergiebt, dass F”(b’) von der b" ausser auf der sechsfachen 
Geraden a’' noch in vierzehn Punkten getroffen wird. 

Ist A’ ein beliebiger Punkt von a'', so ist er auf der Fläche 
neunter Ordnung der Curven (A'Y, 2a, 2a’, 2a”, 2a”, b") dreifach. die Gerade 


V . 11. . r 1 im 1 
diese Fläche ausser in A! und auf 5” noch fünfmal 


bh" einfach: so dass a! 
trifft. Folglich ist a“ auf @* fünffach. Oder auf der sich absondernden 
Fläche sechster Ordnung ist a@'' einfach; denn durch A und einen anderen. 


f A Z2 


aber beliebigen Punkt von a" geht nur eine Curve, welche a, «a, a", a 


VY auf F’” sechsfach. also auf @'* fünffach. 


zweimal trifft; nun ist a 
29. Die durch 5” gehende Ebene 5 schneidet aus @'* noch eine 
Curve dreizehnter Ordnung aus. Dieselbe geht wegen der Fünffachheit von 


a‘ durch A viermal. trifft 5” somit noeh in neun Punkten. ‚Jede der 


2 


beiden Geraden ec, ec”, welche a, «a, a’, a’ treffen, bildet mit dem in deı 


\ v r : . RT.) 
Ebene a’ 5b" gelegenen Kegelschnitte. welcher sie und a, a’, a”, a” trifi 


.Y 
| 


eine erzeugende Curve von @*, die derselben doppelt angehört, weil sie 
auch 5’ zweimal trifft; die vier Begegnungspunkte dieser beiden Kegel 
sehnitte mit 5b” gehören zu den neun Punkten. Es bleiben also fünf: das 
sind die Schnittpunkte der Geraden b”’ und der Curve K (No. 27) ausseı 
dem Doppelpunkte A. Folglieh ist die Ordnung F dieser Curve 7. 

Die Berührungspunkte der Curven (2a, 2a', 2a", 2a”, 2a“, /?) mit der 
Ebene f bilden eine Curve siebenter Ordnung K', auf der die Spuren der 
fünf Geraden a in 9 doppelt sind. 

Da f=7 ist, so ergiebt sich « = 6. 

Es giebt mithin sechs Curven, welche gleichzeitig sechs gegebene Ge- 
raden zu Sehnen haben. 

30. Um die Ordnungen der Curven K® (No. 23) und K’ noch von 
anderer Seite zu bestätigen, suchen wir ihre Schnittpunkte mit dem Kegel- 
sehnitte b, in dem die Ebene 5 das Hyperboloid H’ = aaa”) durch- 


’ A 


schneidet. Beide Uurven haben zunächst ihre drei Doppelpunkte 1a, a’, a 
mit 5’ gemein. Jede der Curven, welche auf K° oder K’ berühren. muss. 
sobald ihr Berührungspunkt auf 5b’ fällt, wegen der zweimaligen Begegnung 
mit a, a’, a’ auf dem Hyperboloide H’ liegen oder wenigstens, wenn Zer- 
fallen stattfindet, der Theil, der den Berührungspunkt enthält. 

31. Bei den Curven (A,,2a, 2a’, 2a", 2a”, 5%) kann keine nicht zer- 
fallende auf MH’ liegen, weil A, ausserhalb dieser Fläche sich befindet. Von 
den zerfallenden muss, da der Kegelschnitt doch höchstens eine der vier 
18 * 
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(seraden a zweimal treffen kann, die Gerade die drei anderen treffen, kann 
mithin nicht durch A, gehen, folglich muss der Kegelschnitt dies thun und 
kann also nicht auf H’ liegen; demnach thut es die Gerade; da nun 
die Berührung auf b’ stattfinden soll, so kann es nur eine uneigentliche 
Berührung (Doppelpunkts-Sehnitt) (No. 6, 40 der vorigen Abhandlung) sein. 
Der ergänzende Kegelschnitt muss also die Gerade in ihrer Spur auf 
treffen. Nun sind zwei Fälle möglich; entweder trifft die Gerade alle vier 
Geraden a (ist also eine der beiden ec’, ec”) und der Kegelschnitt keine zwei- 
mal, oder jene mur drei Gerade a und dieser die vierte zweimal. 

e) Sei z.B. O’ der Punkt ef, so muss der die ec’ ergänzende Kegel- 
", @ treffen. Auf der Fläche der 
Kegelschnitte (A,.C',a,a',a”) ist die Gerade A,C’ einfach: denn sie wird 


schnitt durch €’, A, gehen und a, a, a 


nur durch diejenige von den beiden ihr und a, «, a’ begegnenden Geraden 
ergänzt, welche nicht dureh €’ geht: da nun in jeder Ebene durch A,C 
nur ein erzeugender Kegelschnitt liegt, so ist die vorliegende Fläche dritter 
Ordnung: von der Fläche vierter Ordnung, die sieh sonst in diesem Falle 
ergiebt (vor. Abh. 8. 118 Anm.), hat sich hier die Ebene A,c abgezweigt: 
auf unserer Fläche liegt jedoch e’, da sie mit ihr vier Punkte gemein hat: 
C' und die Stützpunkte auf a, a, a’. Die Fläche besitzt ferner in A, und 
©’ Doppelpunkte. In der That geht durch A,, CO’, a, «a, a” eine Fläche 
dritter Ordnung, für welche erstere Punkte Doppelpunkte sind; denn die 
Bedingung, dass sie dies seien, ist nach Cayley äquivalent mit der, durch 
2.4 Punkte zu gehen; von den elf übrigen Punkten legt man noch zwei 
auf die dureh ©’ gehende e’ und je drei auf jede der drei die e’ treffenden 


Geraden a, a’, a”. Jeder Kegelschnitt, der dureh A,, C' geht, «, a’, a” 
vjfft, hat mit dieser Fläche sieben Punkte gemein, liegt mithin auf ihr, fole- 
!ich ist sie das Erzeugniss aller dieser Kegelschnitte. Die Gerade a” be- 
vegnet ihr ausser auf e noch zweimal, mithin giebt es zwei Kegelschnitte 
A,C,a,d,0,@). 

In dem Punkte €’ berühren also uneigentlich die Ebene 5 zwei 
Curven, ebenso in C" = ec” Ps; folglich sind diese beiden Punkte auf K” doppelt. 

?) Ferner in der Ebene A,a” giebt es zwei Kegelschnitte, welche 
dureh A, gehen, a, «', a’ und den Kegelschnitt b’ treffen; jeder wird er- 
gänzt durch die Erzeugende des Hyperboloids H’, die durch seinen Be- 
segnungspunkt mit 5b’ geht; die entstehende Curve berührt in diesem Punkte 


J 
die Ebene / wneigentlich. 
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Die Punkte wneigentlicher Berührung sind (wenn sie nur von einer 


Curve herrühren) einfache Punkte der Curve der Berührungspunkte auf P; 
wie man dies schon an Beispielen der vor. Abh. sehen kann: z. B. kommen 
die Punkte der Curve K° (vor. Abh. No. 20), welche auf ««,, liegen, von 
zwei eigentlichen und einer uneigentlichen Berührung her. 

Die 2.6 Schnittpunkte (b’, K") sind nun in den 3.2+2.2+2 Punkten 
ermittelt. 

32. Bei den Curven (2a, 2a’, 2a”, 2a”, 2a'“, 9) giebt es vier nicht 
zerfallende, welche ganz auf H’ liegen: denn unter den die Geraden der 
Schaar a, a’, a” zweimal treffenden Curven auf H’, welche durch die vier 
Schnittpunkte von a”’ und a’ mit H’ gehen, berühren vier die Ebene 2 
(No. 4). Zerfällt aber die Curve, so ist bald zu erkennen, dass der Kegel- 
schnitt-Bestandtheil nicht auf AH’ liegen kann: denn, da er einer der fünf 
(reraden a zweimal begegnen muss, so miisste er dureh deren Schnittpunk 
mit H° gehen, die vier übrigen Geraden, seine ergänzende und behufs de 
Berührung mit $ auch 5b’ treffen, was nicht möglich ist. Folglieh kann 
der auf 4° liegende Bestandtheil nur eine der vier Geraden sein, welche 
a, @, a und «a oder a'‘ treffen, die Berührung also nur eine uneigent- 
liche in deren Schnittpunkt mit ? (oder 5’) sein; jede dieser Geraden, z. B. 
c', welche a, a’, a”, a’ trifft, wird ergänzt durch den einzigen Kegelschnitt. 


' 


der in der Ebene durch «a und ce’? durch diesen Punkt geht und a, «', 
a, a” trifft. Folglich erhalten wir so vier einfache Punkte und haben 
nun in den 3.2+4+4 Punkten die 2.7 Schnittpunkte (b’, K') erschöpft. 
39. Da nach No. 4 die Curven (A,, Ar, Az. 2a, 2a, 3) die Fläche 
F', die durch A,, A,. 


> 
- 


A,, a, a’ geht, vierfach erfüllen und also die durch 
A, gehende a” noch vier erzeugende Curven (und zwar in demselben Punkte) 
trifft, so ist auf der Fläche F' der Curven (A,. A,, 2a, 2a, 2a", 7) jede der 
drei Geraden a vierfach. 

34. Suchen wir die zerfallenden unter den erzeugenden Curven 
von F': 

a) Es giebt durch A,, A, sechs Kegelschnitte, welche a, a’, a” treffen 
und 53 berühren; jeder wird durch diejenige Erzeugende des Hyperboloids 
H= [aa a") ergänzt, die durch seinen vierten Schnittpunkt mit dem- 
selben geht. 

ce) Es giebt ferner drei Kegelschnitte durch A,, A,, welche a, d', 
a treffen und dem Kegelschnitte D’ = (MH, $) begegnen: die durch letzteren 
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Begesnungspunkt gehende Erzeugende von H’ ergänzt zu einer uneigentlich 
berührenden Curve. 5° trifft nämlich die Fläche vierter Ordnung, welche 
durch die Kegelsehnitte "A,, Ar, a,a', a”) erzeugt wird, ausser aufa, a’, a” 
und den beiden auf dieser Fläch: und auf H° gelegenen Geraden. welche 
a, a, a", A,A, treffen, noch dreimal. 

?) Von A, geht eine Gerade aus, weiche a, a’ trifft: sie wird dureh 
jeden der beiden Kegelschnitte in der Ebene A,a” ergänzt, welche durch 
A, gehen, a, a’ und sie selbst treffen, $ berühren. Es ergeben sich 
so sechs zerfallende Curven. 

Keine dieser zerfallenden Curven berührt 7 mit einem Bestandtheil. 
der mit einem anderen von dem hier ihn ergänzenden verschiedenen eine 
Curve (A., A.. 2a, 2a’, 2a", b), also eine Curve von F’/b) zusammensetzt. 

35. Die Curve K’, auf der die erzeugenden Uurven von F’ die 
Ebene ‚3 berühren (No. 13), hat mit F”(b) (No. 11) ausser den drei Punkten 
P’a,a,a'). welche auf K’ einfach, auf F’/b) doppelt sind, noch zwölt 
Punkte gemein. Dureh jeden derselben geht eine Curve (A,,A,,2a,2a', 2a). 
welche 5 in ihm berührt. und eine, welche 5b trifft. Da nun durch jeden 
Punkt nur eine Curve /A,, A,. 2a, 2a, 2a”) zeht (No. 3) und keiner der 
zwölf Punkte nach Obigem durch zerfallende Uurven von beiden Arten, die 
einen T’heil gemein haben, sich ergiebt, so sind beide Curven identisch; 
d.h. es giebt zwölf Curven (A,. A,. 2a, 2a’, 2a”, b, ?,, oder: die Fläche F 
der Curven A,. A,. 2a, 2a‘, 2a”, ) ist zwölfter Ordnung. 

Der Schnitt von F'" mit H° besteht aus den drei auf F" vierfachen 
(Geraden a, aus den 6+3 geraden Bestandtheilen der Curven «) und «'). 
letztere wegen der uneigentlichen Berührung doppelt gerechnet. 

36. Der Schnitt von F’'b) und F"/P) kann sieh ebenfalls ausser 
aus den Geraden a, die bez. doppelt und vierfach sind, weil durch jeden 
Punkt nur eine Curve (A,, A,, 2a, 2a’, 2a”) geht. nur aus erzeugenden Curven 
beider zusammensetzen oder aus Theilen derselben: er besteht aus den 
»eraden Bestandtheilen der Curven 5), welche bez. einfach und doppelt sind, 
und aus den zwölf Curven, die gleichzeitig 5 treffen und ? berühren; 
6.12 =5.2.4+6.1.2+3.12. 

Zwei Flächen F'"/>) und F'/A") haben ausser den Geraden a und 
denen der Curven ?) noch die 412°—3.4°—6.2°)= 24 (urven gemein, 
welche 2 und 7 tangiren. 

Es giebt also 24 Curven |A,. A;. 2a, 2a’, 2a”, , P). 
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37. Die Fläche F”(P) wird von % ausser in der Berührungseurve 


K’ noch in einer Curve sechster Ordnung geschnitten, welche dureh jeden 
der drei Punkte (a, a’, @') noch zweimal geht und demnach ausserdem die 
K’ in zwölf Punkten trifft. Da hier ähnliche Umstände gelten wie in No. 5 
und 22 der vor. Abh., so ergiebt sich, dass diese zwölf Schnittpunkte sechs 
jerührungspunkte sind, in denen Curven der Fläche F”/P) die Ebene % 
oseuliren. 

Es giebt demnach sechs Curven (A,, A,, 2a, 2a’, 2a”, ?'. 

38. Von der Durchschnittseurve der Flächen F"(P) und F”/PN 
sehen durch jeden der beiden Punkte A,, A, die 24 gemeinsamen nicht 
zerfallenden erzeugenden Curven und drei vierfache Geraden von den Curven 
3); also ist die Vielfachheit jedes der Punkte A,,. A, auf F"(5) yY244+3.4-6. 

Wird «” wieder durch A, gelegt, so dass sie F'/P) noch sechsmal 
trifit; so erhält man, dass auf der Fläche F’ der Curven (A,2a,2a',2a",2«",/?) 
die Geraden «a sechsfach sind. 

39. Es ist auch hier wieder nothwendig, die zerfallenden unter 
diesen Uurven zu ermitteln: 

e) Jede der beiden Geraden €’, ce” welche a, «a, a”, «"' treffen, z. B. 
c' wird ergänzt durch jeden Kegelschnitt, der durch A, geht, a, «', a", «a, 
c' trifft und 9 berührt. Es ist oben (No. 15) gefunden, dass die Kegel- 
schnitte ‘A,,a,a',a”, «a, c') die Negeltläche dritten Grades erzeugen, welehe 
c' zur doppelten Leitgeraden, a, «', a’, a zu Erzengenden hat und durch 
A, geht. Die Ebenen dieser Kegelschnitte umhüllen also den Kewel zweiten 
Grades. der aus A, dieser Fläche umsehrieben ist und dessen Beriührnngs- 
eurve eine dureh A, gehende eubische Raumeurve ist. In den drei Spuren 
dieser Berührungseurve tangiren sich die Curve dritter Ordnung vierter 
Classe und der Kegelschnitt, welehe von 5 aus der Regeltläche und aus 
dem Kegel ausgeschnitten werden; die Punkte, in denen die beiden übrigen 
semeinschaftlichen Tangenten beider Curven die erstere berühren, sind die 


En 


erührungspunkte der Kegelschnitte A,.a, «a, a”, a”, ec, 7? mit $. Folglich 


hat ec’ und ebenso e” eine zweifache Ergänzung und beide gehören der F’ 


Ki 
zweifach an. 

«') ec’ und ec” haben aber, wie in No. 31, @) gefunden, ihre Ergänzung 
auch noch je in zwei durch U’ = cf, bez. C"=e"’? gehenden Kegel- 


schnitten, so dass die so zusammengesetzte Curve uneigentlich in €, bez. 0" 
berührt. Die Geraden ec’ und ec” sind in Folge dieser wneigentlichen Be- 
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rührung auf F? vierfach, 


Bald 
hingegen “in denen nur die Curven eo’) tangiren) zweifache Punkte von K". 


also wegen @) im Ganzen sechsfach; die (€, 

?) In der Ebene a”’A, giebt es zwei Kegelsehnitte, die durch A, 
gehen, a, a’, a’ treffen. % berühren: jeder wird durch eine Erzeugende von 
H’ ergänzt. 

P’) Ebenso giebt es, wie schon in No. 31, ?) gefunden, in dieser 
Ebene zwei Kegelschnitte, welehe durch A, zehen, a, a’, a” und b’ treffen: 
jeder findet seine Ergänzung zu einer uneigentlich berührenden Curve in 
der durch den Begegnungspunkt mit 5b’ gehenden Erzeugenden von HM. 


Durch Vertauschung von a” mit anderen a ergeben sieh analoge 


40, Die Curve K', auf der die erzeugenden Curven von F’/?) die 
Ebene 5 tangiren (No. 23). hat mit der Fläche F’(b) (No. 16) zunächst 
die vier Punkte Pla, a’, a”, a”). welehe auf K” doppelt (No. 19), auf F’(b) 


‘ 

k/ 
1 
i 


ann die zwei Punkte C’ und C” gemein; denn die Geraden 


areifach sind. 0: 


! 1 [Z 


ce und e” gehören zu Uurven von F’(P). welche 5 in C’ bez. €” berühren 
(nämlich je zu zwei in No. 39. o)): aber auch zu einer Curve von F’(b 
(No. 15. «)): die ergänzenden Theile sind verschieden. €’ und €” sind auf 
K” doppelt, auf F’/b) dreifach. Die übrigen zerfallenden Curven bewirken 
keine gemeinsamen Punkte von F’(b) und K’. Da nun 9.6—-4.2.3—2.2.3= 18 
Sehnittpunkte übrig sind, so haben wir gefunden. weil es wiederum durch 
jeden Punkt nur eine Curve (A,, 2a, 2a’, 2a”, 2a”) giebt (No. 9), dass es 
18 Cureen (A,. 2a, 2a’, 2a", 2a”, b, 5) giebt. 

Die Fläche F'\?) der Curven (A,. 2a, 2a', 2a”, 2a” 


von der 18. Ordnung. 


‚P) ıst demnach 


Die Schnitte von F'*(5) mit H’ und mit F’(b) sind ähnlich wie 
früher leicht aufzufinden und dienen als Controlle. 

Der Schnitt zweier Flächen F'(P) und Fi) führt. in derselben 
Weise wie oben, zu dem Resultate, dass es 36 Curven (A,. 2a, 2a', 2a”, 2a”, 
P,P) giebt. 

11. Die Fläche F'(P) wird von P ausser-in K° noch in einer 
Curve sechster Ordnung durehsehnitten; dieselbe geht durch die vier Spuren 
der a und die zwei der ec, ec, durch welche K” zweimal geht, auch noch 
zweimal, und berührt ausserdem AK” in sechs Punkten. 


r 2a /2? \, 


Es giebt mithin sechs Curven (A,. 2a. 2a’, 2a’ un 


42. Von der Schnitteurve der Flächen F"(?) und F"(P") gehen 
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nur die 36 Curven (A,. 2a, 2a’, 2a", 2a”, 9, P) dureh A,; daraus ergiebt sieh. 


dass A, auf jeder dieser beiden Flächen sechsfach ist. Die dureh A, 


Gerade a'“ trifft mithin F’*(5) noch in zwölf Punkten; woraus folzt, dass 


auf der Fläche F’() der Curven (2a, 2a', 2a", 2a",2a',?) jede der fünf 
Geraden a zwölffach ist. 

Die Berührungspunkte «dieser Curven mit 3 bilden eine Curve siebent: 
Ordnung K’ (No. 29). 

43. Suchen wir wiederum die zerfallenden erzeuzenden Uurven von 
F’; es giebt nur solche, bei denen der Kegelschnitt eine Gerade a zweimal 
trifft. so dass die ergänzende Gerade die vier andern trifft. Sei. wie früher, 
ce der gemeinschaftliche Name der zehn Geraden, die je vier von den Ge- 
raden a treffen: e’ eine der beiden. welche a, a’, a”, a’ schneiden. (€ de 
Punkt €». 

ae) Die eine Ergänzung von e geschieht dureh einen Kegelsehnitt, 
der in der Ebene a’ C' liegt und in No. 32 beschrieben ist: der Punkt € 
ist ein Punkt uneigentlicher Berührung und einfach aut K’, ec daresen 
doppelt aut F”. 

e') Andererseits wird e dureh jeden Kegelsehnitt ergänzt. dessı 
Ebene dureh a’ geht und welcher a, a’, a”, a”, e' trifft und 2 berührt. 
In No. 25 ist gefunden, dass das Erzeugniss der Kegeischnitte (2a'', a, «a. 
a",a”,c') vierter Ordnung ist und die Gerade a'” doppelt enthält. Di 
Ebene 5 schneidet in diese Fläche eine Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte in der Spur von a’ ; von demselben gehen sechs Tangenten 
an die Curve: in deren Berührungspunkten tangiren erzeugende Curven deı 
Fläche vierter Ordnung die Ebene >; folglich hat e’ auf diese Weise sechs 
ergänzende Kegelschnitte. Mithin ist sie im Ganzen achtfach auf der Fläche 
F"; desgleichen die anderen Geraden e. 

44. Die Curve K’ hat mit der Fläche F’ (b) zuerst die fünf Punkte 
Pa, welche auf K’ doppelt ıNo. 27), auf FT sechstach (No. 24) sind, dam 
die zehn Punkte e/?, welche auf A’ einfach, auf F" vierfach sind. gemein: 
mithin ausserdem noch 40 Punkte. Da durch jeden Punkt nur eine Curs 
(2a, 2a’, 2a", 2a”, 2a'“) geht (No. 23). und diese übrig bleibenden Punk‘e 
nicht von zerfallenden Uurven herrühren, so erhält man. dass es 40 Curven 


fa fa fa fa a» IV . . 
(2a, 2a’, 2a”, 2a”, 2a‘, ?,b) giebt. 


"2a, ;?) ist 40. Ordnung. 
Die Schnitte von F”(?) mit H’ wnd mit F"(b) sind in ähnliche: 


Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 2. 14 


Und die Fläche F’ der Curren (2a, 2a’, 2a, 2a 
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\veise wie früher leicht zu finden: zu ersterem gehören auch die am An- 
fange von No. 32 erwähnten vier Curven. 
Der Schnitt zweier Flächen F"(p) und F"/P)) führt zu dem Satze. 


dass es 80 Curven (2a, 2a‘, 2a",2a”,2a'‘,P, PP") giebt. 


oe w 


45. Der fernere Schnitt von F*(/f) mit ausser K’ ist 26. Ord- 
nung und geht durch die Spuren der 5+10 Geraden a und e, die auf F* 
zwölf-, bez. achtfach, auf K7 zwei-, bez. einfach sind, noch achtmal. bez. 
sechsmal. Die übrigen 42 Schnitte sind, aus ähnlichen Gründen wie früher, 
21 Berührungspunkte: in denselben oseuliren erzeugende Curven von F*(P). 

Es giebt demnach 21 Curcen (2a, 2a‘, 2a, 2a”, 2a“, P). 

46. Die im Vorhergehenden gefundenen Sätze, welche sich auf 
die Zahl derjenigen cubischen haumeurven beziehen, die durch 4. gegebene 
Punkte gehen und 6—). gegebene Sehnen besitzen, lassen sich für die Fälle. 
wo > 1 ist, auch leicht aus der Erzeugung jener Curven durch collineare 
Bündel ableiten. Durch Seydewitz*) ist zuerst gefunden, dass in zwei 
collinearen Bündeln nur einfach unendlich viele entsprechende Strahlen sich 
begermen, und dass die Begegnungspunkte dieser Strahlen eine eubische 
Raumeurve bilden, die durch die beiden Scheitel geht und deren Sehnen 
die säimmtlichen Schnittiinien der entsprechenden Ebenen der Bündel sind. 
Umgekehrt, wenn aus zwei beliebigen Punkten einer eubischen Raumeurve 
alle Punkte und Sehnen derselben projieirt werden, so erhält man einfach 
inendlich viele entsprechende Strahlen und alle entsprechenden Ebenen 
zweier collmearen Bündel. 

Zwei Bündel werden aber nicht blos dadurch auf eine einzige Weise 
collinear gemacht, «dass man vier gleichartige Elemente des einen (vier 
Strahlen oder vier Ebenen), von denen keine drei demselben Grundgebilde 
erster Stufe Strahlen- oder Ebenenbüschel) angehören, vier eben solchen 
Klementen des anderen entsprechen lässt; sondern auch dadurch, dass man drei 
gleichartige Elemente des einen (Strahlen oder Ebenen), die nicht demselben 
(rundgebilde erster Stufe angehören, und ein ungleichartiges Element (Ebene 
oder Strahl), welches mit keinem jener incident ist (nach Herrn Grassmanns 
bequemer Ausdrucksweise), d.h. in keinem von jenen liegt oder keins von 
jenen enthält, auf vier eben solche Elemente des anderen Bündels bezieht. 
Letzterer Theil des Satzes scheint bisher noch nicht direet ausgesprochen 


=) -Grunerts Archiv Th. X >. 202. 
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” x . ‘ P . j y. 0 JR u . un i | 4 u ® 
zu sein, obgleich es nahe liegt, die Frage nach ihm zu stellen, und er sieh 


unmittelbar auf den ersten Theil des Satzes zurückführen lässt. Denn wenn 
z. B. drei Strahlen a, b, e und eine Ebene d eines Bündels O0, die die obige 
Situation haben, drei Strahlen a, b’, e€ und einer Ebene Ö’ eines anderen 
Bündels 0" entsprechen; so entsprechen ja damit die drei Verbindungsebene: 
der Strahlen a, b, ce und die Ebene d von O den analogen Ebenen in 0". 

44. Im allen eier Fällen, wo 1 > 1 ist, ausgenommen ,—= 4. erhalt 
man demnach, wenn man zwei von den gerebenen Punkten zu Scheiteln 
wählt. auf eine einzige Weise eollineare Bündel. in denen die nach den 
übrigen gegebenen Punkten und nach den gegebenen Sehnen zehenden 
Strahlen und Ebenen sich entsprechen. folglich eine einzige eubische Raum- 
curve, die diese ) Punkte und 6—4. Sehnen enthält. 

48. Wenn man dagegen zwei Strahlen a, b und zwei ihnen nicht 
incidente Ebenen y, 0 eines Bündels O auf vier ebensolche Elemente a‘, b'. 
y', 0’ eines anderen Bündels O' bezieht: so ist im Allgemeinen keine Col- 
linearität zwischen den Bündeln mit diesen entsprechenden Elementen mönlich. 
weil, falls e, f die Schnittstrahlen der Ebene ab mit y und d, e, f die 
analogen Strahlen in 0° sind. im Allgemeinen der Büschel 'a,b,e,f niel 
mit (a,b',e',f') projeetivisch ist. Sind diese Büschel aber projeetivisch. 
so bestehen einfach unendlich viele Collinearitäten zwischen den beiden 
Bündeln mit den entsprechenden Elementen a, b, y, d und a,b, y, 0; 
denn diese Elemente können dann durch je vier gleichartige des einen und 
des anderen Bündels: a, b, yd=u und einen festen Strahl in (O,y): a’, b.. 
yd'=u' und einen beweglichen Strahl von (0',y") ersetzt werden. Man wird 


sich leicht überzeugen, dass eine Veränderung des festen Strahls in (0, 


> 


keine neuen Collinearitäten bewirkt. 

49. Sind daher für eine eubische Raumcurve vier Punkte O0, O0, A, B 
und zwei Sehnen c, d gegeben, so müssten in den dieselbe erzeugenden eol- 
linearen Bündein O0, 0° die Strahlen und Ebenen 0,A,B,e,d, oder a, b, 
y, ö den Strahlen und Ebenen 0'/A, B,c,d, oder a’, b', y', 0’ entsprechen: 
was aber bei der Beliebigkeit dieser Stücke im Allgemeinen nieht möglich 
ist; also giebt es keine Uurve. Sind aber diese Stücke so gegeben. dass 
a,b,e,f) proj. (@,b’,e,f',. so haben einfach unendlich viele eubische 
haumeurven die vier Punkte und die beiden Sehnen gemein, dieselben be- 


finden sich alle sechs auf demselben Hyperboloide; denn aus (a,b, e, f) proj. 
(a,b',e',f') folgt: u A, B,e,d, proj. w(A,B, e, d). 


1% : 
u 
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3. Auch zwischen zwei räumlichen Systemen ergiebt sich nicht nur 
dann auf eine einzige Weise Collinearität, wenn fünf gleichartige Elemente 
(Punkte oder Ebenen) des einen, von denen keine vier demselben Grund- 
gebilde zweiter Stufe angehören, auf fünf ebensoiche Elemente des anderen 
bezogen werden, sondern auch, wenn man vier gleichartige Elemente (Punkte 
oder Ebenen) des einen, die nicht demselben Grundgebilde zweiter Stufe an- 
gehören, und ein wungleichartiges Element desselben (Ebene oder Punkt), das 
mit keinem von jenen incident ist, fünf ebensolchen Elementen des anderen 
Systems entsprechen lässt. Denn wenn z.B. A, B, C, D und die Ebene & 
uf die Elemente A’, B’, C, D’, € bezogen werden: so sind die Ebenen 
des Tetraeders ABCD und die Ebene e mit den Ebenen 
IB’C’D’ und der Ebene € entsprechenil. 


Andere Combinationen von ungleichartigen Elementen bewirken im All- 


gemeinen zwischen den Räumen heine Collinearilät, weil sich dann entspre- 
hende Grundgebilde ergeben, die nieht projeetivisch (oder eollinear) sind. 
Iyıa 


je dualistischen Folgerungen dieser Erweiterungen von Uollinearitäts- 
+ . 1 ! ıoht an zıal 

SAIZEeN SINnd selCcHht ZU ZIENEN. 

>l. Bei einer anderen Gelegenheit denke ich den Beweis zu geben, 
dass es auf einer Geraden stets einmal zwei Punkte giebt, aus denen vier 


(rerade und ein Punkt, und sechsmal zwei Punkte, aus denen fünf Gerade 
durch entsprechende Elemente eollinearer Bündel projieirt werden: womit 
dann auch die Sätze für = 1 und 4=0 mit Hülfe der projeetivischen Er- 
zeugung der eubischen Raumeurve erwiesen sind. 

52. Es giebt bekanntlich noch eine zweite projeetivische Erzeugung 
der eubischen Raumeurve; die Schnittpunkte der entsprechenden Ebenen 


dreier projeetivischen Ebenenbüschel erzeugen eine eubische kaumeurve, 
welche die Axen der Bischel zu Sehnen hat; aus dieser Erzeugung geht 
auf der Stelle hervor, dass drei Sehnen und drei Punkte nur eine einzige 


cubische Raumeurce bestimmen. Die Anwendung dieser Erzeugungsweise auf 


“ 
un 
an 
- 
-—— 
— 
—— 


“all von vier Sehnen und zwei Punkten führt zu dem Resultate, dass 
auch in diesem Falle nur eine Curve möglich ist: jedoch unterscheiden sieh 
die Deduetionen kaum von der früheren (No. 8, 9): es wird ebenfalls der 
Satz benutzt, dass zwei Involutionen auf derselben Geraden ein Punkte- 
paar gemeinsam haben. 


des Tetraeders 






























































Sturm, weitere Untersuchungen über enbische Raumeurven. 149 


Zasammenstellung der Resultaie. 
Wenn zP die Bedingung bedeutet, dass die Curve durch z Punkte 
eeht; zs, dass sie x Gerade zu Sehnen hat: z/, dass sie von x Geraden einmal 


retroffen wird: er, dass sie x Ebenen tangire: ı’, dass sie eine Ebene 


b) 


oseulire; zul, dass sie eine Ebene auf einer Geraden berühre; so ist in Fol- 


vendem die Zahl der eubischen Raumeurven, die den in Klammern ge- 
schriebenen Bedingungen genügen, angegeben: der Vollständigkeit halber 
sind Resultate aus der vorigen Abhandlung hinzugefügt. die zwei ersten in 


jeder Verticalreihe. 
er = L 
(BP, 12) =1, BP,EN-= 5, (OP, 1, in) = 10, 
(4P,2s) = 0, (AP, 1s,2) = 4, (4P 1a, 13. 1n)= 8, 


(3P/,3)=1, (SP, 2,2)= 4, 3P,2, 1, 1n)= 8, 
(2P, 4) =1, (2P, 3,2) = 6, (2P, 38, 14, In) 12, 
(1P, 58) = 1, (1P, 4,2) = 9, (1P, 4s, 1/, in) = 18, 
(6s) = 6. 98,2) = WU. (Ds, U, 17) = 4. 
(dP, Zn) = 20, (BP, a’): 6, BRRN 2, 
(4P, 1s, 27) = 16, (4, 12,2°)= 3 (4P, 1ls,n) = 3, 
(3P, 28, Zn) = 16, re BP, 2, = 2, 
(2P, 3s, 2n) = 24, (2P,.38,n°) =: 6, (2P,3,n)=3, 


(1P, 4s, 27) = 36. Pe) 6 (1P,4s, al) =6. 
(98, 21) = SU. Bel, Is. =N. 


Darmstadt. den 30. November 1874. 

















Die Form der Integrale der linearen Differential- 
gleichungen. 


(Von Herrn E. Jürgens.) 


Ri 
F ür die Integrale einer linearen Differentialgleichung mt Ordnung 
m m—1 
2 rPpı tt u +P.Y =, 

deren Uoefficienten im der Nähe eines Punktes r= a eindeutig sind und in 
ihm unstetig werden, ist von Herrn Fuchs folgende Gestalt ermittelt worden 
(dieses Journal, Bd. 66. S. 136): 

Es giebt ein System von m Integralen y,, %. ... %,, welches in 
(Gruppen von der Form 


a 
y, = (2-a) Sry, \log(z-—a)]”" k=lL2...8) 
k 


zerfällt. wo zu «den verschiedenen Gruppen Werthe von r, deren Differenzen 
keine ganzen Zahlen sind, gehören und die Funetionen 9, in der Nähe 
des Punktes e=a eindeutig sind und für bB>1 9, Sich als ein homogener 
linearer Ausdruck von Pu: Pas»: Pa Mit eonstanten Coeffieienten dar- 
stellen lässt. 

Bei dieser Form werden in den zu einer Gruppe gehörigen Integralen 
der Reihe nach immer höhere Potenzen des Logarithmus auftreten, voraus- 
gesetzt dass ihre Coeffieienten nieht verschwinden. Tritt aber dieser Fall 
ein, so kann man, wie Herr Hamburger gezeigt hat (dieses Journal, Bd. 76). 
jede Gruppe durch eine heihe von Untergruppen ersetzen, welchen jene 
Eigenschaft wirklich zukommt, und für welche die Relationen zwischen 
den Coveffieienten der Potenzen des Logarithmus sich vollständig sondern. 
Dasselbe Nesultat werden wir auf einem anderen Wege herleiten; jede 
Untergruppe wird dabei eine übersichtliche Form annehmen, indem die 
zwischen den Coeffieienten ,,; bestehenden itelationen möglichst einfach 
werden. Da dann umgekehrt auch ein System derartig gebauter Gruppen 
von Funetionen stets einer Differentialgleichung von der betrachteten Art 
genügt, so lässt die aufgestellte allgemeine Form keine weitere Einschrän- 
kung zu. 
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Weiter wird dann gezeigt, dass die Form sieh erhält. wenn mit den 
Functionen die durch einen beliebigen homogenen linearen Differentialaus- 
druck bezeichnete Rechnungsoperation vorgenommen wird, und daraus die 
Natur der Differentialgleichungen niedrigerer Ordnung abgeleitet, welche 
mit der vorgelegten Differentialgleichung alle Integrale gemein haben. 
Durch diese Untersuchung tritt auch in Bezug auf das Vorkommen von 
Potenzen des Logarithmus in den Integralen die enge Verwandtschaft 
zwischen einer Differentialgleichung und der zugehörigen Multiplicatorglei- 


chung hervor. 


1. 
In der Nähe eines bestimmten Punktes, für welehen der Einfachheit 
halber der Nullpunkt gewählt werden soll, seien die Coeffieienten der 
Differentialgleichung 


dr jn—1 
1.) Y + pP, ( Bi ee. 1 P.Y — ({) 


de" dx 


eindeutig und ausser in diesem Punkte selbst stetig. 
Dann gilt folgender Hülfssatz: 
Wenn die Differentialgleichung ein Integral von der Form 
a, = 2, +A—-VD,g,,logr+(i—-1)9,.(llogE)’ +++ g, (log) 
besitzt, wo die Functionen y in der Nähe des Nullpunktes eindeutig sınd, 
die Function g, nicht identisch verschwindet, r eine beliebige complexe Grösse 
und (»—1), den x" Binomialceoefficienten von 4-—1 bedeutet, so genügt der 


Differentialgleichung auch folgendes System von 4 Integralen: 


u = Ey, 
u, — # p+gloge, 
Fi ı 6 } 1 ! 
0, = 2 ip +2plogr-+gy,(loer)‘! 
U, en I vi 'p,+(a&—]1 ,g,,logx ! (A—] »Y,_(loez)' 7° Yp, log.r) 


” 


Ks bezeichne nämlich a die Funetion. in welehe «x, nach z Um- 
läufen um den Nullpunkt übergeht: dieselbe entsteht aus «,, indem an die 
Stelle von x’ die Grösse w*x’, wo 


tu 


3 a 


ist, und an die Stelle von logz die Grösse logr +22 ni gesetzt wird. Diesen 
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wird dann 








w’r (ni Rp lloge +1 4-2), (loge)’ 





t 


+1,03), (lege) "+ +1), pi = wr(2ni(a— 1), 
Also ist 























u = 0 u-+ m — 1), 2niu,_,2+ 


l 
. (.—1), (Zn u, ,2 ++ (2m) ur. 


Nun ist »/ wieder ein ee der Differentialgleichung. Wenn man 


so erhält man A Gleichungen, deren linke Seiten durch Integrale der Diffe- 
rentialgleichung gebildet werden. Aus den Grössen der linken Seiten lassen 
sich, wei! die Determinante des Gleichungssystems 

I Pr sat 
er a 


I 
| 
| 


we‘ we 
Be? x’ 


bekanntlich nieht Null ist, die in der Entwiekelung von 7 auftretenden 
Coetfieienten der Potenzen von 2 linear ausdrücken und genügen daher der 
Differentialgleichung. Folglich befriedigen auch nach Weglassung der con- 
stanten Faetoren die Funetionen «,. %., u, die Differentialgleichung. 

Dass die Function a, als Coetficient der höchsten Potenz des Loga- 
rithmus in einem der Differentialgleiehung genügenden Ausdrucke noth- 
wendig ein Integral der Differentialgleichung ist, hat bereits Herr Fuchs 
angegeben (dieses Journal, Bd. 68, 8. 356). 

Wenn die Differentialgleiehung gerade von der Ordnung A ist, so 
lautet also das allgemeine Integral derselben 

4 
gm 3,2 3 c(a—1\,_19.-,41(l0gr)", 

wo die C,. &. ... o die U AENEN Constanten sind. 

Wenn dageren die Diftferentiaigleichung ausser #, noch ein zweites 
Integral oe, von ähnlicher Gestalt 


0, = an, + m-Niy._loge+ u 1nz,.lloget +42 logo)" 


hat, wo x'y, nicht gleich z’y, multiplieirt mit einer Constanten ist, so liefert 
der Hülfssatz wieder ein System von w Integralen, welche sowohl unter 


Ausdruck für »° ordne man nach Potenzen von %; der Üoefficient von z e 





daher der Zahl 2 A von einander verschiedene Werthe 4. %, ...2 beilegt. 









u u 


vr 
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1 


einander iinearunabhängig sind, als auch zu den zuerst abgeleiteten A Inte- 
gralen in keiner linearen Beziehung stehen. Denn bildet man irgend einen 
homogenen linearen Ausdruck der Grössen %,. ... %, & ».. ©, SO wird w dem- 
selben der Coeffieient der höchsten Potenz von logx die Form Cr’ y, +0, 
haben, also nicht identisch verschwinden. Dieses aber müsste der Fall sein. 
wenn die gebildete Funetion gleich Null wäre. Denn ein Ausdruck von der Form 
De OFEN 


(3.) 


r ) 


! ee +e 0 p,0+'+ -,;| log c 

der nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthält, und in welehem die 
Funetionen g in der Nähe des Nullpunktes eindeutig sind und je zwei de: 
Exponenten r,, ... r, Sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden. kann, wie 
Herr Thome gezeigt hat (dieses Journal. Bd. 74, S. 195), nieht »leieh Null 
sein, ohne dass sämmtliche Grössen g gleich Null sind. Daraus folgt un- 
mittelbar, dass ein Ausdruck von der Form (3.). in welchem nun die 
rız +. 7, beliebige eomplexe Grössen bedeuten sollen. nur identisch ver 
schwinden kann, wenn sämmtliche Uoetficienten identisch verschwinden 
sobald man ihn nach Potenzen des Logarithmus ordnet. 

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir nun die Gruppe von Inte- 
sralen, welche nach Herrn Fuchs einer Z-fachen Wurzel » einer gewissen 
Gleichung mt" Grades, welche er die zum Punkte 2=0 gehörige Funda- 
mentalgleichung nennt, zugeordnet wird; dieselbe hat die Gestalt 


u. 7 e\ Pa logx a=1 2 

. . r 1 q 1. 

wo r irgend einen der Werthe von — —-logw bedeutet und die 
2ay-—1 
Funetionen p in der Nähe des Nullpunktes eindeutig sind. 
% . . .. ® 

Alle Gruppen zusammen bilden ein System von m unabhängigen 
Integralen. Hat man ein zweites System von Integralen, welches auch aus 
derartigen Gruppen zusammengesetzt ist, so müssen die zu irgend einer 

oO oO ken) 
Gruppe gehörigen Funetionen sich linear und homogen durch die Funetionen 
der entsprechenden Gruppe des ersten Systems ausdrücken lassen. Denn 
jedes Integral, welches die Gestalt 


2 \p +plogc+--+gp,llogr 


k—1) 
| 


hat, muss sich aus den in der zu r gehörigen Gruppe enthaltenen Funetionen 
zusammensetzen lassen. 
Wir betrachten nun die in irgend einer Gruppe vorkommenden 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 2. 20 
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Funetionen Yı, %2, ... 4, und bezeichnen durch «, eine unter ihnen, welche 
noch die Potenz (logz)"=" enthält, während in keiner der übrigen eine 
höhere Potenz von logz vorkommt. Dann kann man aus «, nach dem 
Hülfssatze A, Integrale ı,, @%, ... a, bilden. Da sie alle zu demselben 
Werthe r gehören, so müssen sie sich durch die Funetionen Yı, Y». ».. % 
ausdrücken lassen; man kann daher die vorgelegte Gruppe durch eine 
andere ersetzen, in welcher «,, ®%, ... @ an der Spitze stehen. Zugleich 
kann man die neue Gruppe so wählen, dass in keinem ihrer übrigen Ele- 
mente der Coefficient der höchsten Potenz von logxz ein eonstantes Viel- 
faches von dem in «, vorkommenden letzten Coeffieienten ist. 

Diese übrigen Elemente fasse man nun allein ins Auge, greife aus 
ihnen eines e, von der Beschaffenheit heraus, dass es die höchste Potenz 
von logr enthält, welche überhaupt vorkommt, und bilde aus demselben 4 
neue Integrale ©,, ©, ... ©%;. Da diese von den Functionen %, %, ... %, 
unabhängig sind, so kann man die eben eingeführte Gruppe wieder durch 
eine andere ersetzen, in welcher %,, ... %., %, ... ©,, an der Spitze stehen 
und die folgenden Elemente so beschaffen sind, dass der Coeffieient der 
höchsten Potenz von logx sich nicht durch die in «, und e,, vorkommenden 
letzten Coeifieienten linear ausdrücken lässt. 

So tortschliessend, überzeugt man sich, dass die betrachtete Gruppe durch 
eine Reihe von Untergruppen ersetzt werden kann, welche wie das Functionen- 


system des Hiülfssatzes aufgebaut sind und sich gegen einander vollständig 


Ä 


absondern. 


Die Differentialgleichung hat also ein System von m Integralen, in 
welchem die zu einer 4-fachen Wurzel der zum Nullpunkte gehörigen Funda- 
mentalgleichung zugeordnete Gruppe die Form hat 

u =, 


n=rim+gploge, 
‚ 21 


= Ep + (Al), logc+tA—1),Y,lloge) + +gp (loge)"!, 
4 vu =T4. 


= ce in-+xyıloge|, 


. in D I»). f 1 
|" 20), +29logxe + lloge) |, 


e,= | + (Di, loge+ (a—1)%,..(l0ge)’+ + lloger)""), 








3 
3 
ö 


EEE ee. u en 


Am 
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wo die Functionen $,, %ı. -.. von einander linearunabhängig sind und 


ht do, ee. pe N 


ist. 

Diese Darstellung gilt zunächst nur in der Nähe des Nuilpunktes: 
ihre Gültigkeit erstreckt sich aber weiter auf die ganze Umgebung des Null- 
punktes, wenn dieselbe als das Innere des um den Nullpunkt beschriebene: 
Kreises, welcher durch den nächsten wesentlich singulären Punkt der Ditte- 
rentialgleichung geht, definirt wird. Denn da ein Punkt z=a, in desseı 
Nähe nicht alle Integrale der Differentialgleichung sich nach ganzen Po- 
tenzen von e—a entwickeln lassen, ein wesentlich singulärer Punkt de: 
Differentialgleichung genannt wird, und in der Umgebung des Nullpunktes 


oO 


ausser dem Nullpunkte kein solcher Punkt liegt, so hat in dieser Umgebung. 
abgesehen vom Nullpunkte, jedes Integral überall den Charakter eine: 
ganzen Function, folglich auch g,, weil x” nicht Null noch vieldeutig wird. 
ferner auch 9, weil logx nicht unendlich noch vieldeutig wird, u. s. t. Also 
alle Funetionen %,, Zr, -.. haben in der Umgebung des Nullpunktes. wen: 
man von diesem Punkte selbst absieht, den Charakter ganzer Funetionen 
und sind eindeutig in seiner Nähe: sie lassen sich daher in der Umgebung 
des Nullpunktes in Ieihen entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von 
x und x=7' fortschreiten. 

Eine wesentliche Eigenschaft der Form (4.) ist, dass jede Gruppe in 
eine bestimmte Anzahl von Untergruppen zerfällt, und jede Untergruppe eine 
bestimmte Anzahl von Elementen enthält. 

Um dieses zu beweisen, setzen wir der Einfachheit halber voraus, 
dass nur eine einzige Gruppe vorhanden sei; denn es reicht offenbar aus. 
diesen Fall zu betrachten. 

Man beachte dann, dass alle möglichen Veränderungen, welche man 
mit einer Gruppe von der Form (4.) vornehmen kann, ohne die Form zu 
zerstören, durch die Veränderung der letzten Elemente der Untergruppen 
erhalten werden, weil aus einem solchen Elemente die ganze Untergruppe. 
zu der es gehört, abgeleitet wird. Denkt man sieh nun diese Elemente iı 
eine solche Reihenfolge gebracht, dass der Grad jedes folgenden in Bezug aut 
den Logarithmus nicht grösser ist als der Grad irgend eines vorhergehenden 
so können zunächst diejenigen unter ihnen, welche den höchsten Grad be- 
Sitzen, wegen der Unabhängigkeit ihrer letzten Coeffieienten nieht dureh 
andere Functionen von niedrigerem Grade ersetzt werden. Geht man dann 
A 
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zu denen über, welche nach jenen vom höchsten Grade sind, so können 


sie ebenso wenig durch Funetionen von anderem Grade ersetzt werden. 


















Denn der Grad kann aus demselben Grunde wie eben nicht erniedrigt 
werden: auch kann er nicht erhöht werden, weil den neuen Funetionen die- 
selbe Eigenschaft der Unabhängiekeit ihrer letzten Coeffieienten zukommen 





muss. Setzt man diese Betrachtung fort, so erkennt man, dass für ein 
zweites System von Integralen von der Form /4.) die Reihe der letzten 
Hlemente, welche die Untergruppen vertreten, mit der ursprünglichen Reihe 
hinsichtlich des Grades der einzelnen Funetionen übereinstimmt. Das neue 
System enthält also dieselbe Anzahl von Untergruppen und in diesen gleich 
viele Elemente wie das alte. 

Als eine weitere Eigenschaft der Form (4.) möge noch angeführt 
werden, dass wenn die Differentialgleichung überhaupt Integrale besitzt, in 
denen alle Coefficienten der Potenzen des Logarithmus von endlicher Ord- 
nung unendlich werden, alsdann in einem System von Integralen von der 
Form (4.) alle derartigen Elemente in ihren zugehörigen Untergruppen 
immer am Anfange stehen. Wenn nämlich ein Element diese Beschaffen- 
heit hat, so wird dieselbe von allen in der betreffenden Untergruppe voran- 
eehenden Elementen getheilt. 


2. 
Die lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung 
d"y ern, 
[3 A N. . _ 100 ® “ Sen ), 
dan Pig 7 TPnY 
welcher ein gegebenes System von m unabhängigen Funetionen Y,, 93. ++: Y,. 
genügt, erhält man aus dem Gleichungssystem 
d" y u 0 ? ' u 
— +9 —-r'*+D,4UV = V. = Me ae 
em 1 Pı dam P.uY y=Yı, 9. Y 


. 1 x 
'ı der Form 
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ist und D, dieijeniee Determinante bedeutet. welehe aus D entsteht. wenn 
a f o 


die at® Colonne durch die Reihe der mten Ableitungen ersetzt wird. Der 


in den Coeffiecienten auftretende Nenner D verschwindet wegen der Unab- 
hängigkeit der Funetionen 9,, %:, ».. 9, nieht identisch. 

Wir setzen nun voraus, dass das System der Funetionen Y,, Yı. ... Y 
die Form (4.) der vorigen Nummer besitzt. Die erste Gruppe möge zum 
Werthe r gehören, 4 Elemente enthalten und in z» Untergruppen zerfallen, 
welche beziehungsweise A,, A, ... A, Elemente in sieh schliessen: für die 
zweite Gruppe seien die entsprechenden Grössen s, u, p, U. Mr... it 
1.8.1. Also das Functionensystem habe die Gestalt 


Yı TYı, 


| » 
y: ahpt+gploge), 
19 pH 2ploge+pillogr)'), 
Y, zip, +(A-1 9 loer Jı-1)\4, _,.(logz Y.loer)""}, 
Yı +1 2p, 4, 
BR 
Yiar. etp, 12). logeh, 
Y3 rip; 43r29, „logr+gy, ‚.(loge)'}, 
wu f 7 2 \ 1 2 —] 
(Z.) Yı,+2, ip, 43,+(de- 1)ı$:,4,,_.l0gx€+ (A; 1),.$, 4; ) OET Less Y; 2 loer ). 


Y; Hl Cf; +19 
yon el pa.loge), 


Y:; 


u. 


2,329, logriplloge)), 





Ss > 
° 
\ 


| Y, I-1#, ey, Hu, ' Ur 1 AZ -u, logr (u,—1 pP, u —2 logr be Yf +1 loer Mh 


wo die Differenz von irgend zwei der Grössen r, s, ... keine ganze Zahl 


ist und sämmtliche Funetionen 9 in eimem gewissen den Nullpunkt ent- 
haltenden Bereiche eindeutig und, abgesehen vom Nullpunkte, auch stetig sind. 

Die charakteristische Eigenschaft eines solchen Systems von Functionen 
besteht darin, dass nach emem Umlaufe um den Nullpunkt jede Function 
in einen linearen Ausdruck aller übergeht. Denn es findet für jedes Element 
eine Gleichung von der Art der Gleichung (2.) der vorigen Nummer statt: 
für die erste Untergruppe lauten beispielsweise die Gleichungen. wenn die 


Function, in welche y, nach einem Umlaufe um den Nullpunkt übergeht, 
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mit y, bezeichnet und » = e’"” gesetzt wird, 


2 


(3.) 9, = w y,+{h-1),2niy,_+(h—1) (2mi)’y,.+ + (2m) "'y! (h=12...1,). 

Aus dieser Eigenschaft folgt aber, dass die Coefficienten der Difte- 
rentialgleichung (1.) in der Nähe des Nullpunktes eindeutig sind (siehe die 
Herrn Frobenius, dieses Journal, Bd. 76, 5. 241). 

Ferner lässt sich von der Beschaffenheit der Funetionen p,. ... p, 
noch Folgendes aussagen: 

Wird um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein Kreis beschrieben, der 
durch den nächsten der Punkte geht, in weichem einige der Functionen 4 
den Charakter ganzer Funetionen verlieren, so stellt sein Inneres die Um- 
gebung des Nullpunktes in Bezug auf die Differentialgleichung (1.) dar. 
Denn wenn in einem Punkte, weleher nicht der Nullpunkt oder der Un- 
endlichkeitspunkt ist, von den Funetionen 9, Pr, ... p,„ die Funetion Y 
zuerst aufhört, eindeutig und stetig zu sein, so findet dieses auch unter den 
Funetionen 9%. Ya. -.. 9, für y, zuerst statt. Nun können in der Umgebung 
des Nullpunktes noch ausserwesentlich singuläre Punkte der Differential- 
sleichung (1.) liegen, d.h. Punkte, in welchen die Coeffieienten der Diffe- 
rentialgleichung unstetig werden, die Integrale dagegen sämmtlich den Cha- 
= tolot. 
dass in ihnen die Determinante D verschwindet, weil mindestens für einen 


rakter ganzer Funetionen behalten. Aus der Gleichung p, = — 


Werth von a die Funetion p, in ihnen unendlich wird. Ferner ist von 
mehreren Seiten gezeigt worden, dass in einem ausserwesentlich singulären 
Punkte p, höchstens von der a2 Ordnung unendlich wird. Daher sind im 
Inneren des beschriebenen Kreises die Uoeffieienten der Differentialgleichung 
1.) eindeutig und können, abgesehen vom Nullpunkte, nur in den Punkten, 
in welchen D Null wird, in der Weise unstetig werden, dass p, höchstens 
von der «fen Ordnung unendlich wird. 

Aus dem vorgelegten Functionensystem erhält man nun wieder ein 


jeichartiges, wenn man von den Funetionen Yı. 92, -». 9. einige fortlässt, 


r 
welche in ihren bezüglichen Untergruppen den Schluss bilden. Daher ge- 
nügt dasselbe auch einer linearen homogenen Differentialgleichung mit ein- 
deutigen Coeffieienten, und die zu der neuen Differentialgleichung gehörige 
Umgebung des Nullpunktes enthält die in Bezug auf die ursprüngliche Ditte- 
rentialgleichung (1.) definirte Umgebung des Nullpunktes vollständig in sich. 
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Man hat daher den Satz: 


Jedes System von Functionen, welches aus einigen der Functionen yı. 
Yar +++ 9, so gebildet ist, dass immer auch die in ihren bezüglichen Unter- 
gruppen vorangehenden Functionen vorkommen, genügt einer linearen komo- 
genen Differentialgleichung mit eindeutigen Coeffieienten, und die zugehörige 
Umgebung des Nullpunktes schliesst die zur Differentialgleichung (1. gehörige 
Umgebung in sich. 

In diesem Satze ist der folgende als besonderer Fall enthalten: 

Unter den linearen homogenen Differentialgleichungen 'm—1 '" Ord- 
nung, welche durch m—\ der Functionen y,. Y:. ».. Y, befriedigt werden, ist 
die Anzahl derjenigen, deren Coefficienten in der Nähe des Nullpunktes ein- 
deutig sind. so gross als die Anzahl der Untergruppen in dem Systeme 2.\. 

Denn da dann das fehlende m’® Integral eine Funetion sein muss, 
welche den Schluss einer Untergruppe bildet, so giebt es so viele Difie- 
rentialgleichungen der betrachteten Art, als letzte Elemente von Untergruppen 
vorhanden sind, d.h. als Untergruppen vorkommen. 

Nun bezeichne 

4, u 1 « —Y Lee -tg ua=füa ) 
der T Tg m Det Bu BR 

eine Differentialgleichung, welcher m—1 der Funetionen yı. Ya »:. 4, 2e- 
nügen. Für die Untersuchung der Multiplieatoren der Differentialgleichung 
(1.) ist es von Wichtigkeit, den Ausdruck f{y) zu betrachten, wo n das 
fehlende Integral der Differentialgleichung (1.) bedeutet. 

Wenn nun 7 eine Funetion ist, welche in dem obigen Systeme (2. 


am Ende einer Untergruppe steht, so sind nach unserem Satze die q1. ..- 9, 


eindeutige Funetionen in der Umgebung des Nullpunktes. 


< 


Zugleich ist dann 


wo die Function p(x) in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig ist und o 
dasjenige r bedeutet, welches zu der Gruppe, aus der n genommen ist, gehört. 

Um dieses einzusehen, setze man der Reihe nach die Functionen y,. 
Ya, ».. 9, in einen beliebigen linearen homogenen Differentialausdruck 

BR d”y a 
Riy) we da” rn Ze ar 

ein. Die Ausdrücke, welche man dann erhält, bilden auch ein Functionen- 
system von der Form (2.): nämlich es wird 
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R'y. =r/®P, +(a—1),P,-‚loge +(a—-1),2,-,(logr) +++2,(loge)"}, 
Bei k,). 


d 


R’y,, Ha, =r';P, „+rta—1),D;, .-l0gc+(a— 1), | „.(loge) ++; „(loge)}, 


(a _— “ 2, ...» in), 
Riy; Ha) = P, ra +(a—1),P;, ra—1 logr+ a—1),;, ta—2 dose) +-+®B; +1 (loger)*" . 


(a 2 “ 2. ..6% it, )» 


wo für a4, die Funetion z’D, sieh sowohl aus den Funetionen x pı, 
Xp. ... 2, und ihren » ersten Ableitungen als auch aus den Potenzen 


—! —?2 —n 


27, 2”, ... 2” und aus den Funetionen r,. "5. ... r, linear zusammen- 

setzt, und für die übrigen Untergruppen dasselbe Bildungsgesetz eilt. 
Dieses wird bewiesen sein, wenn es für einen einzelnen Differential- 

quotienten 

d"y 


dx” 


F(y) = 


gezeigt worden ist. Da ferner die einzelnen Untergruppen sich auch in 
Rücksicht auf diesen Satz vollständig sondern, so braucht man nur die 
Funetionen einer einzigen Untergruppe, etwa der ersten, zu betrachten. 

Wir bilden nun für A = 4, den Ausdruck F(y,), indem wir den Coef- 
fieienten von (logx)'” in F(y,) bestimmen, und bezeichnen dabei der Kürze 
wegen den Üoefficienten der Ater Potenz des Logarithmus einer ganzen 
Funetion f des Logarithmus durch 

U leoszyr- 
Nun ist 
LF(gı log)" )]uoer— 


BD dr-rtigp, d’\(logz)' ee dr, d’ (log &)"-! | 


Ja—i — 11 nn ee \ q 3 ng 5 (zu 
dar »t dx’ ‚I da"9 dx’ 


-— 


d” (log x)"-! 
. .. pı he = _— 
L (logx)"797 
Für h=g wird diese Gleichung 
Pa A a 
[F(gı (log x)" ) cogz) 

1a) dtp, de'lloge)r +(n) 0 gp, d’lloge)r ie 
Zu \/g-1 der -,+Hı dx?! +9 dar dx? 


+, 


d" (log ei 
d.r” (logr)’ 









Jürgens, über lineare Differentialgleichungen. 


Es ıst aber 


Fr rJ logx h- | h—i\(h—?N... h—yq 11 
d ' 


> == di, 


I (lour) 2. X 


wo a eine ganze Zahl ist, die nur von g—1 und fabhängt, aber von bh un- 
abhängig ist. 


Setzt man hier wieder h=g, so ist 


d’-+/(logz\-!7 gy-NDeg—!)... 1 
>= h (dd. 
- da)" Js x’ 
Aus diesen Gleichungen folgt, dass 
'F(y, logz&)""")] osx) = (h-—l u F log x m‘ 2 


Ist. 

Setzt man hierin für g,. h, g beziehungsweise 2’ o,, h-e+1, g-e+1, 
so erhält man, wenn man noch mit ‘A—1),_, auf beiden Seiten multiplieirt, 
die Gleichung 


- 


og = (h-1),ulFtig-1).-ı ep. (loger)’" 


[Fi(h-1),_, € Y, logx 


Wenn man nun über diese Gleichung nach e summirt für e=1. 


IV 


h, so erhält man in der 'T'hat 
[F(y.) ao = (h—-1),-ı[F(Y,} cos 


Man erkennt auch. dass der Ausdruck rechts sich linear aus den 
Funetionen 2’ Y,. 2’. ... x’, und ihren » ersten Ableitungen zusammen- 
setzt und sonst nur ausser ganzen Zahlen die Potenzen =’, 2”, ... x 
linear enthält. Es ıst also der Beweis geführt, dass die Ausdrücke R(y,) 
die angegebene Form annehmen. 

Wenn nun der Differentialausdruck R/y) so gewählt wird, dass die 
Funetionen Yı. ... 9,_, der Difterentialgleichung R(y)=0 genügen, so re- 
dueirt sich R(y,) auf den Ausdruck 


d”ı , f dr! ) 
dx’ (loor) dr" l flooz) . [Jh] E 


Unter Hinzunahme der Voraussetzung, dass die Funetionen r,. ... r 
eindeutig in der Nähe des Nullpunktes sind, wird dieser Ausdruck gleich 
e"P,, wo auch 2, eindeutig ist. 

Da nun für die Function f‘7) die gemachten Voraussetzungen zutreffen, 
so hat fin) in der That die angegebene Form. — 

Es soll nun allgemein die Natur der Differentialgleichung 4.) und der 
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Function fin) ermittelt werden, wenn für n irgend eine der Functionen yı. 


Ya +... 4, genommen wird. 





Wir setzen y, für n, wo also h eine der Zahlen 1, 2, .... m be- 





deutet. und bezeichnen die Differentialgleichung (4.),. welcher die Funetionen 





Yı» Has ».. 9, mit Ausschluss von y, genügen, durch 






” audit EEE „a. MER bo f Q 
- Ir 2 n _. ...: — ( on ! mn \ ? — 
da"! qı da"? Im-ıY I, 






und die zugehörigen Funetionen &, durch & 


a . 





Es genügt, den Fall A A, zu untersuchen. 


O 


















Dann lautet, wenn r, denjenigen der Werthe r, s, ... bezeichnet. 


welcher zu der Gruppe, in der y, sich befindet, gehört, das Gleiechungs- 


hi 


system, aus welchem die Funetionen 9. 9: -:» 9... Zu bestimmen sind, 


cıp$ =, wen... Be a + + 5.5, 
clP$,.+(h+a—1) BP. loge+-+(h+a—1\,P,(loer)) = 0, 


=l,2.. Ah). 
Mit Hülfe der Formel 
(k+a—l,-h+a—l\.(hh+th+a-l,;(h+1),—--- 
+ (1) (h+a—1), (h+a—2),_, = (-1)"(h+a-1), 


\ 
\ 


erhält man hieraus dureh Induetion das Gleichungssystem 


} 


gi >», —=(), a= 1. 2, „ui h—1 - +1. hi -- >: ...: Mm Ye 
7 h en 
iD, rt —1 a (h+ a1 la », logx)*) —— 0), = L. 2 ... hi — h . 


Man setze nun 


} 
A 


wad, Aut (tt -1 Im- {a (a — 1. 2. ... m) 
ferner 
4, d, | . . . d, 7 1 


D er d;., d,, . . . ds, Bl 


ee 
wo dann D dieselbe Grösse ist wie die am Anfange der Nummer so genannte 
(rrösse, und bezeichne durch D,. die zu a,. gehörige Unterdeterminante von D. 


















BT ne. de, Rind “ E 


Er 
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Dann ist 


i _ 1 1 a D, „+t(h . D 4 log h , { D N a oer ar er T n | D; a loer 
> Ja = \ D,0+ (h), Dizwloge+(h-+H1),D,+20llogx)’+ ++ (A, —1),_ı Di vllogx 


N 
und 
h D 
«"$ = 1 ; m 
D,o+(h),D,..oloegr—+(h+1 ‚D,; ullogr)’—+ 4 (A 1 ‚D; .(logx)’ 
Hierdurch ist die Differentialgleichung fiy) =0. der die Funetionen 
Yır » ++ Ian Yırıs +++ 9 genügen, und die Grösse 
fy) = d® 


bestimmt. 


Da fi Y, weder identisch Null noch beständig unendlich ist, so tolet, 
i WE E er RR: 3 
indem man Ah gleich A, setzt, dass dieses auch für p,, und für —, gilt. 
0 
In dem zefundenen Resultate ist nun der Satz enthalten: 
> | 


Wenn man für 
h == Au, „,—1. u Aıtdr, 1, +4—1., u „+1, dan AU, A+u,—1, ar i+1, 


die lineare homogene Differentialgleichung m —1,'" Ordnung 





d ly 2. y | 
fy) da"! ” qı da? 1 7 Aue VÖ, 


welche mit der Differentialgleichung (1.) alle Integrale yı. Yı. ... Y, mit Aus- 
schluss von y, gemein hat, bildet, so stellen die Ausdrücke 
Ay 


> kl. —l ... D, 
(A — 1 hl ' 


(1yAa+ı-1 

ä 4 - (kh=i4, ı—l, l) 
We f (yi 

—1).Hı-1 | 

ö 7 7; (h=u, w—1 1) 
‚—.)-1 - 
| f (yi+n) 


eine Reihe von Functionen dar, welche dieselbe Form wie das Functionen- 





system Yı, Y3x ». 9, besitzt: nämlich es ist 
21” 
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D; o 


( . +1 l en D; 1.4.0 
> r D 


—1).+4=2 1 ass . 


=> — x u 4 -]Joer 
(a I), ra (u,—1),D ii 


— t Hu, —J j Di, —)() D;., — 10 lo r N D; 1.0 ] r > 
un“ | 0’C-+ (10ET)”, 
, (u, —1),D u—1)D D O 


El a) > D; 


-( ) —- log c°+(1u,—1), er 
”- D (u—l1) D 2° 
4 ; ” ” 


(loo rt 2 ER 
Pen): ‚D 


Yy 
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Setzt man 


ala 


D = ap" 3 


oder 


und 
DD, = N, 

so sind die sämmtlichen Grössen 9 und 9, in der Nähe des Nullpunktes 
eindeutig und besitzen in der zur Differentialgleichung (1.) gehörigen Um- 
sebung desselben überall ausser im Nullpunkte den Charakter ganzer 
Funetionen. Daher gehören die einzelnen Gruppen des eben gebildeten 
Funetionensystems zu den Werthen —r, —s,..... Die Grössen q, lassen 
sich, indem man die Potenz 2° “+ x ”" weghebt, als Quotienten von ganzen 


Funetionen des Logarıthmus mit eindeutigen Coefficienten darstellen. 


Die Determinante D, welche in den reciproken Werthen von fiy 
überall als Nenner auftritt, ist bekanntlich, wie auch aus der Gleichung 


D dlogD 
Fe > 
I D dx 
unmittelbar abzuleiten ist, durch 
D = Ce’"" 
gegeben. 
> 
ds 


Wenn mit der Differentialgleichung '° Ordnung 


d''y de—!y 
3 : u 2 > Aue a ) 
(l a tz tt Pn 


die Differentialgleichung (m —1)t*" Ordnung 


;, u 
. — Fi Se chen . E N — () 
dert I lı 1 r Im-ıY f\y 


(2.) 
de" 


alle Integrale gemein hat, so besteht bekanntlich zwischen den beiderseitigen 


Uoeffieienten der Zusammenhang 
dg; 
9.1710, = P,)G rn -——40,.,,=VU, eh RA, A 
” Pa 1 Pı : dx Ja-+ı 
\o).) 
dg.—ı | 
Ip. rg —Pı) a1 ==: 0, 


dx 
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‚Jurch Elimination der Grössen q. ... q,_, erhält man für gq, 


eine Diftferentialgleichung (m— 1)! Ordnung, welche aber nicht linear, 
sondern vom mt®? (Grade ist. Hat man eine Lösung für q, gefunden, so 
liefern die Gleichungen (3.) sofort die Werthe der zugehörigen 


dan 7 ara 


Das Gleichungssystem (3.) kann man andererseits benutzen, um aus 


Nu 
UÜTOSSEn 


den gegebenen m Integralen y,. Y:. ... Y,. die lineare Ditferentialgleichung 
(1.), der sie genügen, zu bilden, indem man zuerst die Ditferentialglei- 
ehung (2.) auistelit, welche m —1 der Funetionen yı. %. ... Y,, zu Integralen 
hat. Die Bedingung, dass die fehlende Function y, die Ditferentialgleichung 
(1.) befriedigen soll. liefert dann noch eine Gleichung, aus welcher p, zu 
bestimmen ist. Sie ergiebt sich in folgender Weise: 

Ks ist, wenn man die Bezeichnungen der vorigen Nummer beibehält, 
d\ozD 


dx 


p1=- 


Nun ist aber, wenn man die Determinante D nach der zu y, gehörigen 


N r vn ” , ® « ® D I I 
hYen Zeile entwickelt und die der Gleichung », = — D entsprechende Grleı- 
} [E% - 4: } 117711 :k n +} tiot 
chung 9, = — , berücksichtigt, 
D= (-lNT4f(y,). 
also 
dlox 4 dlogf(y,) 
ı = — _ —I 
Pı de dx 
oder 
or | dlogif(y,))=' 
\I.) ) = 4d4.r ’ i 
pı 1: dx 
Umgekehrt kann man, wenn pP, ... p,„ vorgelegt sind und der 
Ausdruck 


M= fig)” 
bestimmt worden ist. aus der Gleichung (3) q, und dann aus den Glei- 
ehungen (3.) die übrigen Funetionen q, berechnen und dadurch die Inte- 
gration der Differentialgleichung (1.) auf die Behandlung einer Differential- 
gleichung von niedrigerer Ordnung zurückführen. Die Grösse M ist nun, 
wie daraus abgeleitet wird, dass fiy) = CM” erste Integralgleichung zu 


(1.) ist, ein Multiplieator der Ditferentialgleichung (1.) (siehe die Abh. 


des Herrn Thome, dieses Journal, Bd. 75, S. 271) und genügt der Diffe- 
rentialgleichung 








re a 
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d" M—- d — (p,M) + m ni  VERORENU ER, p M - ı), 


dr‘ dx «ds: 


Aus diesem Umstande, dass die Multiplicatoren der Differentialelei- 
ehung (1.) einer homogenen linearen Differentialgleichung m’ Ordnung ze- 
nügen, folgt, dass es ein System von Multiplicatoren von der in No. 1 aut- 
eestellten Form (4.) geben muss. 

In der vorigen Nummer ist nun gezeigt worden, dass man aus einem 
die Form (\2.) der No. 2 besitzenden Systeme von Integralen der Differential- 
gleichung \1.) ein ebenso geformtes System von Multiplicatoren herleiten kann, 
welches gleich viele Gruppen und in jeder gleich viele Untergruppen von 
gleicher Anzahl der Elemente enthatt. 

Zu dem Ende hat man nur zwischen den Integralen und den Multipli- 


catoren den Zusammenhang 


4 
Mn na ee. 3 

. . f Y 
ANd+A— ' 

M, EEEN z h u, u | 
A f YU 

! | 

I,., h=u,. u —] 1 

h [2 1 | 


festzusetzen. 

Die Gruppen des so erhaltenen Systems von Multiplicatoren gehören 
zu den Werthen —r, —s, ..., und die den Funetionen g, entsprechenden 
Funetionen sind in der für die Differentialgleichung (1.) definirten Um- 
gebung des Nullpunktes überall eindeutig und stetig ausser im Nullpunkte 
und den Punkten, wo die Determinante D verschwindet. 

Aus den Gleichungen 3. und (3. folgt auch, was noch zu be- 
weisen übrige geblieben ist, dass die Antangselemente der verschiedenen 


Untergruppen von einander unabhängig sind. Wenn nämlich zwei Grössen 


fiy,, und fiy,) bis auf einen constanten Factor einander „leich wären, 
so würde zunächst nach Gleichung 35.) 9, =g, und dann nach den Glei- 


chungen (3.) für jedes a q,=gq, sein. Das hiesse, die Differentialgleichung 


ah 
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m-—1\te Ordnung 


Pi et cc 
a tat ty = 0 


wird nicht nur durch die Funetionen yı. »-- Yu» Yarıs +++ 4, Sondern 
auch durch y, befriedigt, was aber nicht möglich ist, da eine homogene 


lineare Differentialgleichung (m —1)te Ordnung nur m—1 linearunabhängige 


Integrale hat. 


Berlin. den 15. Februar 1875. 























Zur Theorie der Hesseschen Determinante. 


(Von Herrn Pasch in Giessen.) 


\ enn eine homogene Form mittels linearer Substitution sich in eine 
andere transformiren lässt. in weleher die neuen Veränderlichen nieht sämmt- 
lieh enthalten sind. so muss die Determinante der Form identisch ver- 


y» 
1 


schwinden. Wie weit umgekehrt die Möglichkeit einer derartigen T'rans- 
formation bei mehr als zwei Variabeln und höherem als zweitem Grade 
durch das Verschwinden der Determinante bedingt wird, hat sich aus Hesses 
Untersuchungen im 42. und 56. Bande dieses Journals nieht ergeben. Im 
Folgenden werden einige auf die Hessesche Determinante bezügliehen Re- 
lationen mitgetheilt, welche die Frage für eubische Formen mit drei oder 
vier Variabeln unter Berücksichtigung der dabei auftretenden besonderen 


Fälle erledigen. 


1. 

Bezeichnet man mit f eine homogene Form mter Grades von »n Va- 
riabeln z,...2,, mit &, A, /, a, 5, y Indices, weiche die Werthe 1...2 durch- 
laufen. und setzt man: 

2 of | 
m =f, _ =fa=fk U W. 
OT; i OT; 
so Ist die Determinante von f: 
I4= <= +fuße-- fm: 
Da die mit willkürlichen Grössen y;...Y,. rı...r, gebildete Determinante 


fu fm Zfu: 


EL Pe} 
verschwindet, so hat man: 

1) Zehn d" = Idem; 
wo S’= 4" die Subdeterminanten (»—1)ten Grades aus den fi, sind, und 
kaun daraus mit Einführung willkürlicher Grössen $,...£, durch wiederholte 
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Ausführung der Operation 



























weitere Identitäten ableiten. Unter der Voraussetzung, dass 4 für jedes 
Werthsystem x,...r, verschwindet, erhält man, wenn die partiellen Ablei- 
tungen überall in derselben Weise wie bei f durch Indiees unterschieden 
werden: 

r) ie a 

(I) Zr. Its. =), 

1.) SrfuysesgIagt+22rfusyıScz It Zr fur YıE, I =N, 
U) ySss, Ic 3Er fe YVES SE, Negr 3 r fg, YES, Ir Zr fu YES, IV. 
Hierin werde &,...x, für y,...y. gesetzt; dann ergiebt sich: 
(2) Erf = 0, 


2) (m-VDErfs, dt m—2)Erf.:." =, 


Een» — 


ap N" u VD, 


(2) (m—1)2r,fis.5; Sat 2 (m—2) >r,f;s$.5;IcH+ (m—3) Ir, fias$u 


Si N 


— I \ In zer 2 Zr fi Y 6 5 j; SI! 3 


Sr 


(+3(m—3)Er [rBy Sa Sr 


In 


I,+(m— 4) Zr; fiaßy Sa 55," =. 


ı4 


Wird dagegen in (1“.), (1’.) und (1'.) S,...$, für yı...y, geschrieben, so kommt: 


55,40" = UV 


(£ I) - 


und durch Combination der Gleichungen (2’.), (2°.), (2%) mit resp. (3° 
Dh N 2) 
e) oO 
44) Zrf&,dt = 0, 
P) ZrfiiI = Zrifioptds I", 
aa eo — k ei BR ki I EP ee. 5 5 u 
4 u I fi SaSas, Sea, Dun 1 fxB. - 48,4 Tl fkaßy Sa Sas,d ® 


In den Gleichungen (4°.) und (#.) wollen wir jetzt die willkürlichen 
Grössen r....r, durch die partiellen Ableitungen der Form f ersetzen. 
Dadurch ergiebt sich schliesslich, da I£4° und If£,4 nach (2°) und 
4°.) für alle % verschwinden : 


sw 


<ıerr c m y' .- { 
\O = f, , >a ß uf -_-_ U), 


(6.) 


a Ze NE a ARE 
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Es mag hier kurz angedeutet werden, wie aus der Gleichune (1. 


oewisse von Jacobi”) angegebene Identitäten folgen. Wenn man nämlich 


1 a7? 7 k 7 el 17 V )’#7% I\AT7IIN Or Ye, 1 + . 4 1 . 1 ‚+ 12; 1 l, y 1 vi ‘7 - 
UDET - seimeriel VOTAUSSETZUNg Macht und somit bei der Didung der Galel- 


hi y 


1 ” ie‘ € \ 1 # a € I \ al 2 2 } T 5 1 rv » 1 - . 1 
ehune'en (1 .) und (1.) die als verschwin wllti WEOVLELAsSsehneNn (rliedeı WieteT- 


I vo 1 \ tynta ‘ 1 y’/ı + 1 h lin 1 a 117% » . 
herstellt. so treten an ihre Stelle die Grlei: huneen: 


Eye zr.fuYı5 It Strike Yı5. SL 6.8... 


") Zrfuyı5 5; Iest2Frfay let Zr;fuusYıS.$d ZEEA Er: 


N 1x 17 » \ » vr. 1 : n. } +, . a 1 Br . - . _ 
Aus diesen ergiedt sich, indem maı Yı...Y., mM (Al. dureh re i 
. r ı» T cs u 5 ® Bis ı : . zum “. n === 
durch Ti:+..X, ETSEeIzt und die Khesuilialie ( ımbinirt, sodann mit (7) und (7 


ehenso verfährt: 
(m—] srf: .rre—-2)I.2r5 = 24. Zrz 


(m—1)Zr,f,$5. 5 I; (m) Er,fıus S.$3 "+2 (m —2) 5,4, Zr 


* 


mögen in irgend einer Reihenfolge mit 
ee 

und mit «u, v Indices bezeichnet werden. welche die Zahlen von 1 bis 

»(n—1) durchlaufen. Dann folgt aus der für willkürliche Werthe von 

Yır--Yas Fırr Pas SıerSys U...%, Eültigen Gleichung 


fun Zfuy: % 


har fan hu m — 0 
N, <rY () 
u Au V 
wenn man unter g“ = g’“ die Subdeterminanten (»—2)ten Grades aus den 
f.. versteht: 
8.) <(rs’ (fu y pP" = Isuf". Ery—- ZIrud".Isy 


und hieraus unter der Voraussetzung. dass sämmtliche 4* für jedes Werth- 





*) Dieses Journal Bd. 40, 8. 318. 
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system 27,...27, verschwinden : 





<S(rs" (fi yy” = 0, 












(rs (FÜ) yıS. pe Ta 159” =V\, 

<irs)" (fu yScSs pa + 2F(rs "(fu)iayısasepa (rs) (foasyıS,äy = 0 
Indem man hierin y,...9. zuerst a X,...X,, Sodann durch $,...£, ersetzt, 
findet man: 








(8°) <(rs)* ( fu g Pr ou Mi: 
(9) (m—1)E(rs) (FW Ey Hm 2)Firs)(fuiiyg" =, 
FR (m—1) (rs) (fu) S.S;pia+ 2 (m —2) (rs) (fW)a5.$ye 
td . 

+(m— 3) (rs) (fu\sS. Sy” = 0; 
car sr’ (fa, = NV, 
(W,) =i(rs)“(fu 3 re hrs) (fulaake Sy =, 


und dureh Combination der Gleichungen (8), (8°.) mit resp. (9°), (9): 


10", Zirs)’(fe)’5,0 = UV, 
10) Zr gg = Er)" uk ige”. 


Die letzte Gleichung geht, wenn man fı...f, für r,...r,, %...%, für s1...8, 
schreibt und berücksichtigt, dass I(fw“yg“” wegen /$".) für alle v» ver- 
schwindet, über in: 
u) =(fu)“ (fu 5.53% = 0. 
Analog den Gleichungen (1.) und (8.) ergiebt sich die folgende: 
=(rst (fuel y,yv” + Z(st)“(uo) p"”.Ery, 


= (rt)" 


a0) p.Zsy,+=Z(rs)’ (ug. Zuy, 


wenn man die Determinanten dritten Grades aus dem Systeme 


in irgend einer heihenfolge mit 

rest)‘, Be. de ET a a 
ferner mit 0, © Indices, welehe von 1 bis 4n(2—1)(»—2) varliren, und 
mit vw’ = w"® die Subdeterminanten '»—53)'*" Grades aus den f;, bezeichnet. 


Wird also vorausgesetzt, dass sämmtliche “” identisch verschwinden, so 
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hat man: 


12°. =(rst (fur y,w” = (0, 
12 5 rst . fu © 9Y & v2 r st e fu r 1. Y E. Urs” — ), 


Hieraus resultirt endlich die Relation: 
15. ZS{rstit (fue)’ E, we° 0. 


wenn man Y,...y, in (12°) durch $....£,, in (12) durch z....x, ersetzt. 


Die in 1. gewonnenen Beziehungen lassen sich für den Fall ver- 
werthen. dass die Determinante ./ identisch verschwindet, nicht aber alle 
Subdeterminanten .?” zu gleicher Zeit. In diesem Falle ist die in r....r 
quadratische Form Fr,r,J” das Quadrat einer linearen Form, wie auch 
2,...7, gewählt werden mögen. Nun sind die 4* für m=3, n=5 vom 


zweiten. fir m=3. n=4 vom dritten Grade. mithin von den Formen 


IV 


nr Iupfacss Zr IaaySa&aS, 
die erste für m=3, n=5, die zweite für m=5, n—=4 das Quadrat eines 
Ausdrucks 


ar, bh H++a,r,, 


Wo A,...d, von #,...x, unabhängig sind und nicht gleichzeitige verschwinden. 
Es besteht folglich für eubische Formen mit drei oder vier Variabeln unter 


der angegebenen Voraussetzung, da alsdann die Gleichungen (5.) und (6. 
stattfinden, eine Relation von der Form 
af tah+ ta, = V, 

d.h. eine lineare homogene Relation zwischen den partiellen Ableitungen 
von f mit constanten Üoefficienten. 

Sobald alle Subdeterminanten 7", nicht aber sämmtliche g“ gleich- 
zeitig identisch verschwinden, geht man auf die Formeln (10°) und (11. 
zurück. Es sind nämlich in diesem Falle fürm=3, »=5, wo die g" linear 
sind, die Formen fi, f, f wegen (10%) durch eine für beliebige x gültige 
Gleichung 

o(fu t+n(fu’ ef’ =0$, dı. Frfeu =, 


n welcher «&,. &,, @, von &,. &. x, unabhängig sind und nicht gleichzeitig 


Null werden, mit einander verknüpft. Für m=3, »n=4 ist unter derselben 


4 


Voraussetzung Iiae)“ aeg“ das, Quadrat eines Ausdrucks I + @,0,P34,. 
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wo die Werthe (pgq...(pg) nur von z,...r abhängig sind, und da die p"” 
vom zweiten Grade sind, 


= (uv)"(uo)’S,53pk 


das Quadrat einer Determinante F+u,%0,/P,. wo die Werthe (aß)'...(a«P) 
von @,...2, nieht abhängen und nicht leichzeitig Null werden, so dass auf 
Grund der Formel (11.) für beliebige # die Gleichung 
= +fhwnß, = 0 

stattfindet. Die partiellen Ableitungen einer eubischen ternären oder qua- 
ternären Form sind demnach durch zwei lineare homogene Relationen mit 
eonstanten Uoetfieienten verbunden, wenn alle Z" gleichzeitig verschwinden. 

Es bleibt noch für m=3, r=4 der Fall zu erledigen, wo alle g“ 
identisch verschwinden. Die *"’ sind alsdann linear: somit folgt aus (13.) 
für beliebige x, e eine Beziehung von der Form 

yılfue)' +y(fue) +y; (fur) +y(fuo’=0, di FZrfany 0, 

WO Y1...74 Von 2,...2, unabhängig und nicht sämmtlich der Null gleich 
sind, wenn die Funetionen *°, d. 1. fi.../s. nicht gleichzeitig identisch ver- 
schwinden. Diese Beziehung liefert drei lineare homogene Relationen 
zwischen fı...f 


4 
Ts. 


Wenn die partiellen Ableitungen f}...f, einer Form f durch eine 
Relation 
af tafhtta,f = V 
mit eonstanten Coeffieienten a,...a, unter einander verbunden sind, so kann 
man, wie Hesse in den Eingangs erwähnten Abhandlungen nachgewiesen 
hat. neue Variabeln y,...y, durch eine lineare Substitution 
% = gayır gay tr TgnY 
derart einführen, dass die transformirte Form die Variable y, nicht enthält. 
Zu dem Ende ist es hinreichend, die Coeflleienten 9,,....9,, den Grössen 
d,...a, gleichzusetzen. 
Dieser Satz ist sofort für den Fall zu verallgemeinern, wo AA <n 
Nelationen 
a.fh anf +" ta,f, =V. hel,..ä, 


mit constanten Üoeffieienten A,,...a,, vorhanden sind. Die Form f lässt 








ea NIE ee 
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sich alsdann durch eine lineare Substitution 


7 = Iayı rt get tgnY 
in eine neue transformiren, in welcher die Veränderlichen y me TE 
nicht vorkommen. Eine solche Substitution wird erhalten, indem man den 
(\oeffieienten G;n—i4 tr iels..nmmdhel...‘ die Werthe «a beileet. 

Durch die vorangeschickte Betrachtung sind somit folgende Sätze 
erwiesen: 

Eine homogene ganze Function dritten Grades von drei Variabeln 
fix,X2,) lässt sich in drei lineare Factoren, zwischen denen lineare Ab- 
hängigkeit stattfindet, zerlegen, sobald ihre Determinante I= I +f,fafs; 
identisch verschwindet”). Sie wird dem Cubus einer linearen Function 
gleich **), wenn für alle Werthe der x und u 

fi f: fu u; 
fa: f» f; u; 
faı 5: f; 7 u ) 
m m WV 

Eine homogene ganze Function dritten Grades von vier Variabeln 
fir,,02,0,) ist von höchstens drei linearen Verbindungen der Veränderlichen 
abhängig, sobald ihre Determinante I= I H+fufafsfu. (dentisch verschwindet. 
Man kann sie in drei linear abhängige lineare Factoren zerfällen, sobald die 
Determinante 


fu fe fa 4 U 
a a2 f 

ı R Sk h, % 
fı In fa fa % 


23 fa u; 


der Null gleich ist für alle Werthe der x und u. Endlich reducirt sich die 


*) Die Zerlegung ist auf anderem Wege nachgewiesen von Herrm Gundelfinger, 
Ann. di Mat. Ser. II. T. V. p. 223. 

Wenn die Determinante einer ternären eubischen Form von dieser sich nur 
um einen eonstanten Faetor unterscheidet, so ist die Form in lineare Faetoren zer- 
legbar. Auch hieraus kann man den Satz herleiten, dass bei identisch verschwindender 
Determinante eine solche Form von höchstens zwei linearen Verbindungen der Va- 
riabeln abhängt. 

*#) Vgl. Gundelfinger Math. Ann. Bd. 4 S. 


_— 


571. Gram ebendas. Bd. 7 >. 239. 
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Function auf den Cubus einer linearen, wenn man hat 


fı r oe a u 
fı fr fa hr % © 
ha RR kb h u 
fı fa fa u. 0; 


ı ou; 0 oO 





©, Ce; ®; E (0) () 


für beliebige Werthe der Grössen x, u und 


(siessen. im December 1874. 

















Note über die Determinanten, welche aus Funetionen 
und deren Differentialen gebildet werden. 


(Von Herrn Pasch in Giessen.) 


D.: Satz. dass die nothwendige und hinreichende Bedineung für die 
lineare Abhängigkeit von 2 Funetionen einer Variabeln z in dem Ver- 
schwinden ihrer Determinante, d. i. der aus den Funetionen und ihren Ah- 
leitungen bis zur (A—1jte Ordnung gebildeten Determinante besteht, ist aus 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen bekannt und unabhängig 
von derselben auf verschiedene Arten von den Herren Christoffel *) und 
Frobenius”*) begründet worden. Man kann diesem Satze folgende Fassung 
ceben: 


Verschwindet die Determinante der Functionen fi.../ 


bb, ic Nee Ah a 
D ' FEN ; <+f dr de’ dr! 


für jeden Werth von x, so sind sämmtliche Determinanten 4" Grades 


aus dem Systeme 


cf d’f d'f 
re u Br 


da 


df; dfj d’f; 
f; d.r 


für jeden Werth von x gleich Null 


dr“ dr 


Der Beweis der Behauptung muss alsdann auf rein algebraischem Wege 
veführt werden können. In der That ergeben sich, wie im Folgenden 
gezeigt wird, solche Beweise unmittelbar aus Formeln, welche in den 
eitirten Aufsätzen enthalten sind. Auch ist das Ergebniss einer gewissen 
Verallgemeinerung fähig. — 

Für die Determinante mehrerer Funetionen von einer Variabeln be- 
stehen folgende zwei Sätze: 


— 
. 


*) Dieses Journal Bd. 55 >. 


In 
=#) ])ieses Journal Bd. 76 8. 238. Bd. 77 8. 24. 


Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft >. 
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I. Sind fı...fi,. Funectionen von x, und setzt man 
D(fı, f; R fı-ı; fıre) u W., s.= 0...u, 


so ist *) 
Dw..y) = D(fe..fi-)"D(fi.-firu)- 


I. Sind fı...f; Functionen von x, und setzt man 


A)t+Df..haßkı-W) = #=1-..h, 























so ist **) 
D(Y:---9s,) — EeD(fu---fu_JPih--f)” > 

Wo 4,...&,_,Pı...P, eine Permutation der Zahlen 1... bedeutet und e=|] 
oder —1 ist, je nachdem die Permutation zur ersten oder zur zweiten Klasse 
gehört. (Die Funetionen g, sind die adjungirten Functionen der f,, multi- 
plieirt mit D(fı...fi))- 

Man sieht aber leicht ein, dass dieselben Beweise für Funetionen 
mehrerer Variabeln &,, &;, ... gelten, wenn man 


l 


el, N Ne 


und 
Bir) 3 2.9 
setzt, WO Yı, 9, ... Willkürliche Grössen bedeuten. 
Aus dem Satze I. ergiebt sich nun zunächst für beliebig viele Ver- 
änderliche: Ist D(fi...fz) identisch Null, so ist auch D(fı...fifar fr.) 
identisch Null; oder: Verschwindet irgend einer der Ausdrücke 


fi» Dihf; DIRRR ==> 
so verschwinden auch alle folgenden. — Denn es sei D(f...fi) = w, der 
erste Ausdruck in der Reihe, welcher verschwindet, also D(f...f,_.) nicht 


*) Frobenius dieses Journal Bd. 77 8.247 und 251. 


#=#) Ohristoffel dieses Journal Bd. 55 5.299, Frobenius dieses Journal Bd. 77 S. 251. 
Vgl. in Betreff der Proportionalität der Functionen D(z,...p5,) und D(Ya:--Fu;_,) 
die Abhandlung des Herrn Brill „Ueber zwei Berührungsprobleme“ Math. Ann. Bd. 4 
S. 527 (SS. 2. 3.), wo homogene Funetionen von drei durch eine Gleichung verknüpften 
Variabeln betrachtet werden; und wegen der dem Werthe z—=A—1 entsprechenden 
Gleichung | 

D(y,..-P—Pir- Pr) = (NT LDf ...f)? 

die Abhandlung des Herrn Rosanes „Ueber Functionen, welche ein den Funetional- 
determinanten analoges Verhalten zeigen“ dieses Journal Bd. 75 S. 166. 








Be 


ET 
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identisch Null; dann ist D(w,...w,) = 0 und folglich auch D hr ed 
für beliebig grosse positive u. 

Wenn also fı...f; gegebene Funetionen von verschwindender Deter- 
minante sind, so gilt die Gleichung D(f...f;,,) = 0, wie man auch die 
Funetionen fj,1-..far„ wählen möge Es sind daher in der Determinante 
D(fı...f;;.) die Elemente der jenen « Funetionen entsprechenden Reihen 
als willkürliche Grössen zu betrachten, und mithin verschwinden sämmt- 
liche Determinanten iten Grades aus den 4 übrigen Reihen: d. h.: 

Wenn die Determinante der 4 ersten Colonnen des Systems 


fi; IK Pf 
verschwindet, so ist jede Determinante 4°“ Grades aus diesem Systeme 


gleich Null. 

Bei der Anwendung auf homogene binäre Formen gleich hohen 
(m'en) Grades empfiehlt es sich, die Determinanten auf diejenige Form zu 
redueiren, unter welcher Herr Rosanes sie a. a. O. aufgestellt hat, wodurch 
sie als Verallgemeinerung der Funetionaldeterminante erscheinen. Es ge- 
nügt, y, = 1 und „9 =0 zu nehmen, so dass 


orf of a ; 
Of - ii A een e 

/ or hf. If or, oz! 
Nun hat man für z=(0, ... 4—2: 


/ \ 5, rd d-1 
m—i) (m—z—1)...(m—i-+2) - [ — 4 ( » ) Lu —i—] f 
er, 1 


Bedient man sich also der Bezeichnung 
a A p 
| O0: Om, dei? da 


1} 

} 
| 
= . . . . . . . . ° 
N Oo’ fi ol 7 oh 'f, 


\rie n ) i—? wi .—1 
| or or, or Or 


und multiplieirt diese Determinante mit der folgenden 
[is ı 73 TR EN I Si > DEE NE / 
E2 ' @&-NVe,r” ( 9 )air ee 


0 u AÜA-2)a” ... a 


0 0 1,” a 







| 
| 
| 
| 


0 ( () u CE 
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so erhält man 


m(m—1)(m—2)...(m—i+2/)""D/f...f) = HI TIDf...fi)- 


Insbesondere. wenn man setzt: 











Be of, Ä 
fa nun Bi "ya xie! ‚ also > E - = m!a‘”, 
; N ) or, or," 





so wird für A =m-+Hl1l: 





m(m--1)...2" "1" D(fi.. far) = HU) (mit EL ad. .a"t»; 


und es ist somit der Beweis des algebraischen T’heorems: 
Das identische Verschwinden der Determinante D(f,...f}) von 4 bi- 
nären Formen m’“" Grades ist die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass die Determinante 


Z+aV) a) a”... a"? = 0 


wird, welche Werthe man auch den Grössen a‘ '*"’ für i=V...m, u=1...m—ı-+-1 
beilegen mag, dass also sämmtliche Determinanten 4°" Grades aus dem Systeme 


a Ad a... a 


ılk 


a) A AD... a” 
verschwinden; mit anderen Worten, die Bedingung für die Existenz einer 
linearen homogenen Relation mit constanten Coefficienten zwischen den 
Formen fı...f} 
mit Hülfe des Satzes I. auf eine Identität zurückgeführt. — 

Man kann hiernach sofort «die Bedingung angeben, unter welcher 
eine rationale Curve mer Ordnung sich auf eine gerade Linie redueirt oder 
sanz in einer Ebene enthalten ist. — 

Wenn man Satz II. zu Hülfe nimmt, so braucht man Satz I. nur 
für 2—= 2, d. i. die Formel 

D(D (ff, Pifıldy---, Dfilar)) = Fr Dih---far) 
in Anwendung zu bringen, durch welche ausgesagt wird, dass zwei binäre 
Formen gleichen Grades *) in eonstantem Verhältniss stehen, sobald ihre 
Funetionaldeterminante verschwindet. Es ist nämlich 


pft te hs zrf- IM Pf. Hi’ fh > 0). 


5 
x 


Sind die Formen f,, f, resp. vom Grade m,, m,, so folgt aus dem Ver- 
schwinden ihrer Functionaldeterminante, dass f! und f/“ in constantem Verhältniss 
stehen. 





zn EEE ea NE EN Pr 
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Sind nun fı...f; binäre Formen men Grades. und setzt man 

TEL hei, au.‘ 
so tolgt die Gleichung 

ahteoh+ ref = V. 
Da aber nach Satz II. die Determmante Diy,,Y,) und folglich D(e,, e,), 
d. i. die Funetionaldeterminante der Formen e;, e, — wo P, y irgend zwei 
Zahlen aus der Reihe 1... sind — den Factor D’f...f;) enthält, so sind 
unter der Voraussetzung 
D(fi...fi) = 0 

die Verhältnisse der Grössen c,...c, von den Variabeln nicht abhängige, und 


es können also diese Grössen in der Gleichung afi+ ef; =0 dureh 


i i 


. 


Uonstanten ersetzt werden ”). Sobald die Formen e,...c, gleichzeitig Null 
werden, findet eine derartige Relation schon zwischen je A—1 der gewebenen 
Functionen statt u. 8. w. — 

Für homogene Formen mit mehr als zwei Variabeln &....x, gelangt 
man auf obigem Wege im AÄligemeinen nicht zu Folgerungen von gleicher 
Tragweite, wie für binäre, Sind die Formen fı...f; sämmtlich mten Grades, 
so zieht das Verschwinden der Determinante der 4/2 X m-+-1) ersten Colonnen 


des Systems 


fi of, If, ar EN f 
u er. ; 
das Verschwinden aller Determinanten ten Grades aus diesem Svsteme nach 


sich. Für 4-2 wird damit ausgesagt, dass aus der Gleichung 


of, ef, 


f If, Pen as LT; Ber T, 0 
f: If 2 ei. Bin 8 
or, OL 


ein von z,...z, unabhängiges Verhältniss der Formen f,, f folgt, nämlich: 


hf = file. 


So wird bekanntlich für »—= 53 die Bedingung 


‘ 


Ben 
‘ 


3. 238. 


Vgl. den oben eitirten Beweis des Herrn Frobenius, dieses Journal, Band 76, 
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of, of, of, 


Or, 0X oXx. 


of, of 9, () 


OXT, OL, OX 





) 














u, u; u; 


angewendet. — Aber für A=3 findet man nur, dass durch die Gleichung 
of of, | 
‘ 2 TSRR- g:‘ E&\ eu IL; Zr, T; 
OX OX, OT, 





en 7 mtr BE 
or° or or, ‚Pi (9 Yı 
of, of 2 . 
; > RE 2 Yı ER E 2Y Y: 
or‘ or, 0r, 


u. A. eine Relation von der Form 
ıfı* Rh - Gf; = WU), 
WO 9. 9, 9 lineare Formen in z,...r,, nämlich die Determinanten zweiten 
(Grades aus dem Systeme 
| Im—1 Im—1 m—1 
U nun) Rate ZUR nat 73 
| I” f, I" fi of 


sind, bedingt wird. 


Giessen, im December 1874. 
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algebraisch integrirbare lineare Differential- 
gleichungen. 


(Von Herrn @. Frobenius. ) 


8.1. 


Eine homogene lineare Differentialgleichung mit eindeutigen Üoef- 
fieienten, deren Integrale sämmtlich algebraische Funetionen der Variabeln 
sind. gehört zu der allgemeineren, zuerst von Herrn Fuchs (dieses Journal 
Bd. 66, pag. 146) untersuchten Klasse von linearen Differentialgleichungen, 
die nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen haben und an jeder der- 
selben endlich bleiben, wenn sie mit einer endlichen Potenz der Aenderung 


I 


des Arguments (d. h. wenn die Stelle a im Endlichen liegt, 2—a, wenn sie 
Fr 


) multiplicirt werden. Daher hat sie die Form 
L 


aber im Unendlichen liegt. 


P= ppy” Hp pre tny = 0, 
wo p eine für die singulären Werthe verschwindende ganze Funetion wie 
Grades ohne quadratischen Theiler und p, eine ganze Function höchstens 
z uw—1)ten Grades ist. 

Wenn ein Zweig y, einer algebraischen Funetion eine lineare Diffe- 
rentialgleichung mit eindeutigen Coeffieienten befriedigt, so müssen ihr auch 
alle übrigen Zweige dieser Funetion Genüge leisten, d. h. alle Wurzeln der 
irreduetibeln Gleichung, deren eine Wurzel y, ist, und deren Coeffiecienten 


rationale Funetionen von x sind. Es muss sich daher, falls alle Integrale 


alsebraisch sind, eine alee- 


einer solehen Differentialgleichung 4° Ordnu ü 


1 
1 


braische Gleichung vom Grade »'— 4) in Bezug auf y und ohne quadra- 
tischen 'T'heiler angeben lassen, deren Üoveffieienten rationale Funetionen 
von x sind, und von deren Wurzeln A ein vollständiges System von ein- 
ander unabhängiger Integrale bilden, während sich die übrigen v— 4 durch 
jene 4 Wurzeln linear mit «constanten Coeffieienten ausdrücken lassen. 
Sind 91, %2, -.. 9, die Wurzeln jener Gleichung, so können die Constanten 
C, ©, ... ec, auf unzählige viele Weisen so gewählt werden, dass die 
1.2...» Werthe, welche die Function y= a yı +%%9-+--+e,y, dadurch an- 
nimmt, dass die v Wurzein auf alle möglichen Weisen unter einander ver 
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tauscht werden, sämmtlich von einander verschieden sind. Alsdann 


lassen 


sich aber nach einem bekannten Satze von Abel und Galois y,. Ya». Y, 


und mithin auch ihre linearen Verbindungen als rationale Funetionen von 
y und x darstellen. Wir gelangen so zu dem Ergebniss: 

Wenn alle Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung mit 
eindeutigen Coefficienten algebraische Functionen sind, so besitzt sie ein Inte- 
gral, durch welches sich alle andern rational ausdrücken lassen. 


Dieser Datz giebt Veranlassung zu der Frage, ii: welchem Umfang: 


«x 


A . 5 . . 1 . 4 . . L + r\ I \ I)» » 1.7 avyY ‘ In 
seine Umkehrung richtig sei, oder bestimmter gefasst, zu dem Problem, allı 


ir 


Funetionen y zu finden, welche einer Differentialgleicehung von der Form 
P=V0 senügen, deren Integrale nicht alle algebraische Funetionen sind 
sieh aber doch sämmtlich dureh y rational ausdrücken lassen. Die Lösung 
dieser Aufgabe muss uns zu einer charakteristischen Eigenschaft der alge- 


braisch inteerirbaren linearen Difterentialsleichunsen führen. 
few] us g 


$. 2. 

Lemma: Wenn sich alle Zweige einer transcendenten analytischen 
Function durch einen unter ihnen rational ausdrücken lassen, so lassen sie 
sich alle durch denselben linear ausdrücken. 

Beweis: ist y ein Element einer transcendenten analytischen Funetion 
von z, so muss jede algebraische Gleichung zwischen x und y eine Iden- 
tität sein, also gültig bleiben, wenn unter y eine von .z unabhängige Va- 
riable verstanden wird. Wenn nun y auf einer durch kemen sineulären 


L L . u .o de 1 2 a 1 E ınan — un FR Pa + Iinrwpaht - NITI1ıGc Pa 
Punkt hindurehführenden geschlossenen Linie A in z übergeht. so muss z, 


falis es ein von y verschiedenes Element der betrachteten analytischen 


IC 
Finetion ist, der Annahme nach eine rationale Function von x sein. 


- 24 
© - f 4 


leren Coefheienten rationale Funetionen von x sind. Geht yaui dem ın 


umeekehrter Richtung durchlaufenen Wege A, den wir mit A” bezeichnen, 
in z# über, so ist auch «= g(y) eine rationale Function von y und x. Dann 
nimmt # auf dem Wege A den Werth y an. Nun nimmt aber „= y(y 
auf dem Wege A, auf dem sich y in z verwandelt, den Werth g/z) an. 
Daher muss 

y= 93, 


sein. Aus den beiden ermittelten Relationen ergiebt sich die algebraische 
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(Gleichung 


y=4lfiy) 


zwischen z und y, welche nach der Voraussetzung identisch gelten muss. 


Folglich muss auch, wenn y und z zwei von 2 unabhängige Variabeln sind, 
die Gleichung 3=f(y) dureh die Gleichung y=g(z) aufgelöst werden. 
Von zwei unbeschränkt veränderlichen Grössen kann aber nur dann jede 
eine rationale Funetion der andern sein. wenn jede eine lineare Funetion 
der andern ist. Daher lassen sich alle Zweige der untersuchten transcen- 
denten Funetion linear durch y ausdrücken. 


>) 
"). 


wir 


Wenn die Integrale der linearen Differentialgleiehune P=0 nieht 
sämmtlich algebraische Funetionen sind, sieh aber alle dureh das Integral 
y rational ausdrücken lassen, so kann y keine algebraische Funetion sein. 
Auch darf es keine eindeutige Funetion sein. Denn eine eindeutige Funetion. 
die nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen hat und an jeder derselben 
endlich bleibt. wenn sie mit einer endlichen Potenz der Aenderung der 
Variabeiln multiplieirt wird, ist eine rationale Funetion. y aber ist keine 
alzebraische, also auch keine rationale Funetion. Da mun alle Zweige 
der mehrwerthigen transeendenten Funetion, welche durch das Element y 
bestimmt ist, ebenfalls die Differentialgleichung ? = 0 befriedigen, so müssen 
sie sich alle rational durch y ausdrücken lassen, und folglich nach dem 
eben bewiesenen Lemma ganze oder gebrochene lineare Funetionen von 
Y sein. 

Auf einem geschlossenen Wege A verwandle sich 4 in einen Aus- 
druck von der Form y, = ky-+r, in welchem k und r rationale Funetionen 
von x sind. Dann geht y, wenn x die Strecke A zwei Mal hintereinander 
durehiäutt, also auf einem Wege, den wir mit A’ bezeichnen wollen, in 
p=kky+r, +r=ky+ik+l)r, auf dem Wege A'my=Kky+(k+k+l)r 
u. 5. w. über. Da diese Funetionen nicht alle unter einander unabhängig 
sein können, so besteht zwischen einer gewissen Anzahl von ihmen eine 
lineare Gleichung mit eonstanten VUoeffieienten ey+eyı + +te,y =V, die 
als algebraische Gleichung zwischen z und y eine Identität sein muss. 
Iu derselben muss also der Coetficient von y, e+ak+ok + +cK—0 
sein. Daher ist %, als Wurzel einer algebraischen Gleichung mit con- 
stanten Üoeffieienten, eine constante Grösse. Dieselbe ist von Null ver- 
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schieden, da sonst die rationale Funetion y, =r auf dem Wege A in die 









ıf einem 


geschlossenen Were in eine ganze lineare Funetion ky--r übergeht, so ist 


transcendente Funetion y übergehen würde. Wenn demnach y aı 


k eine von Null verschiedene Constante. Wir untersuchen zuerst den Fall. 
wo alle Zweige der Funetion y diese Form haben, sodann den, wo einige 
Zweige gebrochene lineare Funetionen von y sind. 

























$. 4. 
Sind y und ky-+r zwei Integrale der Differentialgleichung P=0, 
so muss auch r dieselbe befriedigen. Wenn nun = von einer bestimmten 
Ausgangsstelle an andere und andere geschlossene Wege durchläuft, so 
nimmt sowohl die Constante k, als auch die rationale Function r in den 
Ausdrücken ky-+r, in die y übergeht, andere und andere Werthe an. Da 
aber die Funetionen r sämmtlich der Differentialgleichung P=0 genügen, 
so missen sie sich durch eine gewisse Anzahl unter ihnen r,, rn. ... r,, 
die unter einander unabhängig sind, linear ausdrücken lassen. Die ver- 
schiedenen Zweige der Function y haben daher alle die Form 
ky+kır +hn te +k,r, 
und folelich die der Funetion 


(v) al? —») 


Y Y 0 
( (v—1) KR r 
uüdE ; Re | 
.v—1) . 
= (v) (v—1) 177 eine £ — y’)’ Lg er) rec N 
Ir r Seren = y rgIıY 1% 
( ( I) rn, = r, 
re zZ 


alle die Form At. Diese Funetion ist, da r,, rn, ... r, unter einander un- 


abhängig sind, nicht identisch unendlich, und da auch 9, r,, rn, ... r, unter 


h en N ' ’ i r ' dlogt 
einander unabhängig sind, nicht identisch Null. Demnach ist — — eine 


de 
überall eindeutig definirte Funetion und folglich, weil sie an jeder Stelle 
endlich bleibt, wenn sie mit emer endlichen Potenz der Aenderung der 
Variabeln multiplieirt wird, eine rationale Function von x. Dieselbe muss, 
weil £ die eben erwähnte Eigenschaft gleichfalls besitzt, die Form 
BE... OR OR... SUR TREE ER. ak 
T—a, 


haben. Daher ist 





Br N . u. Er {ei 
RATTE Pk I RE 
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Nun genügt y der completen linearen Differentialeleichung 


I —1]) ) N 
| .. 


rg" oyat, 
u 1° 4 i j® . 1 * : a . 4 ’ 
und GIG Funetionen Fa: 24% bilden ein vollständiees System von ell- 


ander unabhängiger Integrale der redueirten Differentialgleichung 
y’rgy ++, y — A), 


Sind daher s,, 8,. ... s, die ihnen adjungirten Funetionen, so ist nach 
bekannten itegeln (Baltzer, Determinanten 8.9, 4. Vergl. dieses Journal 
Ba. 77 pag. 256) 


y— nfsitde rn, fsıtdr- . ns ide: =T 


Umgekehrt überzeugt man sich leicht davon, dass der für die Funetion 
y ermittelte Ausdruck T ailen an sie gestellten Anforderungen genügt, er 
müsste denn eine algebraische Funetion darstellen. 

Die charakteristische Eigenschaft der Funetion 7 besteht darin, dass 
sich alle ihre Zweige in der .Form kT-+r darstellen lassen. Es ist also 
noch zu ermitteln, unter welchen Bedingungen eine Funetion y, die auf 


tier Form ky-+r über- 


jedem geschlossenen Wege in einen Ausdruck von ı 
geht, einer algebraischen Gleichung genügt. In diesem Falle muss für jeden 
Weg. für welchen k=1 ist, r=0 sein. Denn ginge y auf der Linie A 
in y-+r über, so würde es sich auf A’ in y+2r, auf A’ in y-+5r u. 8. w. 
verwandeln, also unzählig viele Werthe annehmen, folglich keine alge- 
braische Funetion sein. Daher können wir r = (1- k)u setzen. Wenn dann 
y auf dem Wege A in ky+/1—A)a übergeht, so verwandelt es sich auf A 
in Ay+(l—K)au, auf A’ in Ay+l—ka us. w. Da eine algebraische 
Funetion. wenn die Variable einen geschlossenen Weg mehrmals durehläuft. 
schliesslich wieder zu dem Ausgangswerthe zurückkehrt, so muss es eine 
Zahl @ geben, für welche kK“y+1—-Ak)u=y oder (l—-k")y—-u)—d ist. 
Dann ist entweder y= u eine rationale, also eindeutige Funetion und folg- 
lich für alle Wege k=1, oder es ist 1-4“=0 und folglich k eine Ein- 
heitswurzel. Geht y auf dem Wege A in ky+ l—A)u und auf B in 
Iy-+(1—!v über, wo k und Z von Eins verschieden sein mögen, so lassen 
sich die beiden Einheitswurzeln k und / als Potenzen einer einzigen Ein- 
heitswurzel o darstellen, k= 0%, !=o”, und man kann go so wählen, dass 
ce und 3 keinen Divisor gemeinsam haben. Denn wäre y ihr grösster ge- 
meinsamer Divisor, so brauchte man nur e durch E7 zu ersetzen. Bestimmt, 

' 24° 
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man «dann zwei ganze Zahlen «’ und P’ so, dass aa +PP'—=1 ist, so geht 
y auf dem Wege A“ B”=C in einen Ausdruck von der Form oy+ (1-eo)w 
über. Daher verwandelt es sich auf dem Wege C° A" in y+(1- eo") (w— u) 
und auf CB" in y+(1-eo)(w—e)\. Da 









in diesen Ausdrücken die (oef- 
fieienten von y gleich Eins sind, so müssen die von y wnabhängigen Glieder 











verschwinden. Nun ist aber vorausgesetzt, dass k = eo“ und != eo” von Eins 


verschieden sind. Daher isto=a und e=» und folglich o=w. Oder 
wenn y auf irgend einem Wege A m ky+(1—k)u übergeht, so ist 


nu 





a für 
alle Were eine und dieselbe Funetion. Wenn also der Ausdruck T eine 
algebraische Funetion darstellen soll, so muss in demselben » = 1 sein. 
Auf emem Wege, auf dem y den Werth ky+(1—-A)u annimmt, weh‘ 
y—-a in k(y—au) über. Da keiner der Exponenten, zu denen die verschie- 
denen Einheitswurzeln k gehören, den Grad der irreduetibeln Gleichung, der 
y genügt, überschreiten darf, so kann eine Zahl 2 so bestimmt werden, 
dass 4% für alle Werthe von k gleich 1 ist. Dann ist y-a)”—r eine em- 


” 
Folglich ist y=ua-+ye. 
Damit also der Ausdruck T eine algebraische Function darstellt, muss 


deutige algebraische, also eine rationale Funetion. 


| d ” 
r=1 r=a. s: = —. t=ua—ıv 
’ ’ " dx ) 


. - D . \ . . 
sein, wo a und w (= =) rationale Funetionen sind. 
u” - 
6.5, 
Wir nehmen jetzt an, dass sich unter den verschiedenen Zweigen 
der Funetion y auch solche befinden, die sich als gebrochene lineare 


Funetionen von 9 darstellen lassen. Diese können wir auf die Form 

r N » * u “ [2 

s+ _, bringen, wo s, « und ® rationale Funetionen von x sind, von denen 
J ! . 


o nieht identisch verschwinden kann, da sonst die transcendente Function y 
in die rationale Funetion s übergehen könnte. 

Die sämmtlichen Zweige der Function y lassen sich durch eine ge- 
wisse Anzahl von ihnen linear ausdrücken, zwischen denen selbst keine 
lineare Gleichung mit eonstanten Coefficienten besteht. In einem solchen 
vollständigen Systeme unter einander unabhängiger Funetionen mögen sich 

yı=Ssır =  $=at we ei ae 


als gebrochene, %,,1, Y, 12. --. als ganze Funcrionen von y darstellen lassen. 
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Ist dann s+ irgend eine andere webrochene Function, in welche y auf 
y—u 
dem Wege A übergeht, so ist 
® . 1 I I } 
ae = Ahr Tre, Te, HH tert 


und diese Gleichung muss, als algebraische Gleichung zwischen x und y, 
identisch gelten. Daher muss # einer der Funetionen a,. %, ... a, gleich 
sein. Denn sonst gäbe es, da jede der Gleichungen u—u, =0, um —(, 
a—a,=( nur eine endliche Anzahl von Wurzeln hätte, unzählige viele 
Werthe von x, für die « mit keiner der Funetionen «,, ®%, ... a, eleich- 
werthig wäre. Für jeden dieser Werthe fände man aus der obigen Glei- 
chung, indem man sie nach Potenzen von y—n entwickelt und die Coeffi- 
ejenten von < - auf beiden Seiten vergleicht. e=0. Als rationale Funetion 
müsste daher ©, da es für unzählig viele Werthe verschwände, identisch 
Null sein. was nicht angeht. Daher muss « einer der Funetionen «,. 
as... a, gleich sein, und ebenso s, weil y auf dem Wege A’ in «+ » 2 : 
übergeht. | 
Die ganzen linearen Funetionen von y, in die sich y verwandeln 


kann, sind von der Form ky-+r, wo r eine rationale Funetion und %k eine 


von Null verschiedene CUonstante ist. Es kommt darauf an zu zeigen, dass 
diese Uonstante unendlich viele verschiedene Werthe annimmt, wenn x der 
Reihe nach alle möglichen geschlossenen Linien durchläuft, auf denen y 
in eine ganze lineare Function von y übergeht. Verwandelt sich y auf dem 


' 
’ ! 


Wege A in s-+ und auf einem anderen Wege A’ in s+ . wo u 
yru yıu 
für beide Wege dieselbe Function sei, so nimmt es auf dem Were A'A 


| 17 _.., 
den \Werth 


N u. 


an, und da dies eine ganze lineare Funetion von y ist, so Ist der Coveftficient 
r 

— von y eine CUonstante k oder es ist o—=Akev. Wäre nun k nur einer end- 
lichen Anzahl von Werthen fähig, so könnte demnach auch die Function 
cv in allen vorkommenden gebrochenen linearen Funetionen von y, in denen 
a die nämliche Bedeutung hat, nur eine endliche Anzahl von Werthen an- 


nehmen. Da anceh s und x mur eine endliche Anzahl von Werthen haben 
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können. so würde es überhaupt nur eine endliche Anzahl wzebrochene: 
Funetionen von y geben. in die y übergehen könnte. Verwandelt sich y 
1) r . ö ® 1 » . > y 
auf dem Wege A in s+ in und auf Bin ky-+r, so geht es auf AB in 
v Z ERBRER u—r 
s+; über und folglich ist 
5 ky E en i ü ne N 18: fM 


N . r .. 
a und a einen der Werthe #.. %%. ... ». hat. Daher könnte auch r mu 





—= a, wo jede der beiden Grössen 


eine endliche Anzahl verschiedener Werthe annehmen. Es könnte also y 
überhanpt nur in eine endliche Anzahl verschiedener Werthe übergehen. 
Durehläuft x irgend einen durch keinen singulären Punkt hindurehführenden 
geschlossenen Weg C, so werden die verschiedenen Zweige der Funetion 


y nur unter einander vertauscht. Denn wenn sowohl y, als auch y,; in y, 


übergingen, so würde y, auf C” sowohl in y, als auch in y, übergehen 
und daher y.=y, sein. Eine ganze rationale symmetrische Funetion dei 
verschiedenen Zweige der Function y wäre also eine eindeutige und toig- 
ich nach einem schon öfter angewandten Schiusse eine rationale Funetion 
von r. Mithin wäre y eine Wurzel einer algebraischen Gleichung. deren 
Coeificienten rationale Funetionen von z wären. Da aber y eine transcen- 
dente Funetion ist, so muss die Zahl der Werthe von k unbegrenzt sein. 


Nun giebt es nur eine endliche Anzahl von Einheitswurzeln, welche 


L 


zu einem Exponenten gehören, der eine gewisse Grenze, z. B. v, nicht über- 
schreitet. Daher muss eine Linie B existiren, auf der y in ky+r übergeht 
wo k keine solche Einheitswurzel ist. Verwandelt sich y auf dem Wege 
A in ky+r, so geht es auf AB m 
s- nn . auf AB in s+ — nn. 
y—k'(u—r) y—k"u— (l+%k)r) 
u. 5. w. über. Da tolglich jeder der Ausdrücke 
u, k'iu—r), K’(a—(l+k)r), 4 (a—(1+%k-+#)r) 
einer der Funetionen %,, %%, ... a, gleich sein muss, so besteht eine (Glei- 


chung von der Form 


(wirkte Tr) = Kart HeT)r), 


in der @ und ? zwei von einander verschiedene ganze Zahlen zwischen Null 
und » bedeuten. Daraus folgt 
(k®—k)(r—(1—k)u) = 0, 
und da % keine Einheitswurzel ist, deren Exponent =. v ist, 
* 
i=r 


u = 








re 
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Indem man alle Linien A, auf denen y in eine gebrochene lineare Funetion 


1; 


von y übergeht, mit der Linie B zwsammenstellt, erkennt man, dass für 


jede derselben der Ausdruck « eine und dieselbe Funetion bedeutet. Da y 


- 


a uır e . f .., Zul I . b . 
auf dem Wege A7' in a-+ übergeht, so ist auch s—= u. Die verschie- 


UV—S$ 
\ : Warth h \7 y l- ;: yızyıyı sırl 'aher ro «| yr 1 \ ınr7 r ‚+ u y | 7 
denen Yertne von » Kommen SICch Gdaner, WIE SCHON oODen eezZeieTt nur dureh 
vonstante FAcToren von eINanGder UNIEISCHELIAEN,. UNG demnach sind alle ve 


brochenen Fiunetionen, in die sich y verwandein kann, von der Form 


kv 1 . 11 2: 1 Dosantı | 

Ur . WO « una e ın ailen dieselbe Deuiertune haben. 
u " 

Geht y auf der Linie A in «+ und auf B in ky+r über. so 

Y pr Y 
. { y iYY k” "© q . N 
nimmt es auf AB den Werth «+ og, an und daher ist U" u—r\=u 
„ tu } 

oder r= /l1—k)ua. Alle verschiedenen Werthe von y sind daher in einer 


der beiden Formen ky+(i— ka und a-+ enthalten, wo nur die Uon- 
" y—ıu 

its ta FR in Iıa verschlet \ ik 44 O4 \ . vw ” ada 143 y | r roy* N) zähh 
stante [ fü (ilk Y Ä I S( NICURIK ı ZW it ‚CeiMt Niere IE “ UK ZW «ul unza tı3 


y’ 
« 


1 


viele Werthe hat. Alle Zweige der Funetion y9—a haben somit eine deı 


5 Y\ kv | rr . \ . 7 u 
beiden Formen k'y-—a) odeı ‚ und alle Zweige der Funetion 2 
: Y 2 V® 
. . .. k . .» ’ 4 dlorz\? . . 
eine der beiden Formen kz oder — Folglich ist (—-) =w eine ein- 


: de - 
deutige und mithin eine rationale Function von x. Damit aber z an jedeı 
Stelle endlich bleibt. wenn es mit einer endlichen Potenz der Aenderune 


[ 
hi 


des Arguments multiplieirt wird, muss diese rationale Funetion die Form 


(Zu 


Th 


haben. wo «, eine ganze Function ut? Grades ohne quadratischen Theileı 
und ®w, eine ganze Function höchstens (2u — 2\ten Grades bedeutet. Um- 


gekehrt ist leicht zu zeigen, dass der für die Funetion y ermittelte Ausdruck 


fi ve de 
' it 


allen an sie gestellten Anforderungen genügt. wofern er nicht eine alge- 


Ye dx 
| eine algebraische Function. Die- 
selbe ist dadurch charakterisirt, dass alle ihre Zweige die Form kz oder 


y=u-+yve 


braische Funetion darstellt. 


In diesem Falle ist auch ze 


haben. Damit sie algebraisch sei, muss eine Zahl x so bestimmt werden 
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können, dass 4* für alle vorkommenden Werthe von %k gleich 1 ist. (Vergl. 
$. 4.) Dann kann 3° auf einem Wege, auf dem es sich ändert, nur in 2° 
übergehen, und daher ist #+2 = 2 eine eindeutige algebraische, also 











O 
9 
eine rationale Funetion von x. Demnach is: 
x h 
y= auryeVt+yt—1. 
(Vergl. Abel, @uvres completes. tom. I. p. 33.) I 
Ss. 6. 


Wir sind zu dem Resultate gelangt. dass eine Differentialgleichung 
von der Form P=0 algebraisch integrirbar ist. wenn sie ein Integral be- 
sitzt, durch welches sich alle ihre andern Integrale rational ausdrücken 
lassen, es sei denn, dass dieses Integral eine der beiden Formen T oder U 
hat. Dies Ergebniss lässt sich in einem besonders wichtigen Falle elegante: 
aussprechen. 

Eine Differentialgleichung von der Form P=0 nenne ich irredue- 
tibel, wenn sie mit keiner Differentialgleichung niedrigerer Ordnung von 
derselben Form ein Integral gemeinsam hat, im entgegengesetzten Falle 
roduetibel (siehe «dieses Journal Bd. 76 pag. 236). Die Differentialgieichung, 
der T genügt, wird auch dureh r,. r,, ... r, befriedigt. Jede dieser ratio- 
nalen Funetionen genügt aber einer Ditterentialgleichung erster Ordnung 
von der Form P=0. »>olange also v von Null verschieden ist. genügt T 
einer reduetibeln Differentialgleiehung. Ist aber v=0, so ist T=t und 
genügt einer Differentialgleichung erster Ordnung von der Form P=V%. 

Die Ditferentialgleichung, der U genügt. wird auch dureh Ausdrücke 
von der Form kU+(1—k)u betriedigt, in denen k, falls U eine transeen- 
dente Funetion ist, unzählig viele Werthe annehmen kann. Daher genügt 
ihr auch die rationale Function « und folglich ist sie reduetibel. so lange 

od 
a von Null verschieden ist. Ist aber «=0, so genügt y=yve 
der Ditferentialgleichung 
IN 
diog( = ) 
de 
oder der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


2 „N N ı? PR | | „! ! 
d’y oft , W\ dy -(2(? \... ,, Co 


l , : 
u ie = »): =. 0. 
de“ en / 2. TR 9 


o Em / Ar 
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Es lässt sich zeigen, dass dieselbe, falls y eine transeendente Funetion ist. 
nur reduetibel ist, wenn » ein Quadrat ist. Aus unsern Betrachtungen eı 
siebt sich nun der Satz: | 

Wenn eine irreductible lineare Differentialgleichung P=V von eine: 
höheren als der zweiten Ordnung ein Integral besitzt, durch welches sich alle 
andern rational ausdrücken lassen, so sind alle ihre Integrale algebraische 


Functionen. 


Berlin. den 15. Januar 1875. 





N 2 Jr 


Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft >. di 


























Construction der Bahn eines Punktes, der von 
einem festen Punkte nach dem Newtonschen 
Gesetze angezogen wird. 


(Von Herrn Schellbach.) 


ws 


Verbersitann Die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes B 
mögen FC=z, BC=y, FB=r sein. Dann ist, nach der Bezeichnung in 


der nebenstehenden Figur 1. wenn man 


FAd 
Br \E r = — setzt 

2, ü 

D+# ai ' Br 

fi 72=c0sp und yz= sing. 

’ x 
| | Werden die Ableitungen nach dem Win- 
ER I \, kel g durch Accente bezeichnet, so 
Zr r FA fr % 
Me hat man 
1 
(ltgp) = —— 
ER COSPSInYP 
oder 
ea i (1 Y ) Ne y a’ 1 
Figur 1. 2/7 y = ag’ 

also 

/ 2 ' r JR 1 

1) zy-ys =; 
folglich 

22' 

(2) zy —ya' = — — 
2 


Kliminirt man aus diesen Gleichungen y und berücksichtigt, dass aus der 
Gleichung 23 = cos sich durch zweimaliges Differentiren nach % 
22-1 2x2’ + a’ z = —- (059 = —- 72 


ergiebt, so erhält man noch 


„" 
= 


c 3-4 
(3.) ey" —y x" de “zu a 
2 


3 


Ist der Bogen AB=s, BB =ds, CC’ =—dxe = BD, und bildet die Nor- 


Br N N TI nr 
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male BN mit der Abscissenaxe den Winkel 2 und mit dem Radiusveetor 
FB den Winkel «, so wird. wegen Aehnlichkeit der Dreieeke BNC und BB'D 


ai 4 dr 
4, sind u | 
ds 
Ausserdem ist bekanntlich 
z r.de h dr 
#3» COBE = : 111 0 . 
/ ds ds 
daher 
m sın @ dr 
D. —— - 
sın d dx 
4 
| 2 
| Stellt die Curve AB einen Kegelschnitt dar, dessen Ekeentrieität 


yr 


e, halber Parameter p und grosse Axe AA’ ist, so ist nach der Fieur 


{ - p 
m I-+eC08g9 
dessen Polargleichung. 


Es ist also 


-. 
» 


=PB-Eerc0Sg=p-—er, 


daher 


dr 
k u: 
dx 
also nach $. 1 Gleichung (6.) 
2.) sine = esinß. 


Diese für alle Kegelschnitte gültige und in der geometrischen Optik und 
Mechanik nützliche Formel. fehlt selbst in guten Lehrbiüchern der analv- 
tischen (reometrie. 
Bezeichnet man die Normale BN mit », so hat man aus dem Drei- 
eck NFB 
1 en. sin 
3.) NF=r— er, 
sind 
und wenn NP ein Loth auf den verlängerten Radiusveetor ist. so wird 
FP=ercosg, also BP=r+tercospg=p 
oder 
4) p = ncose. 
Stellt die Figur eine Ellipse dar, deren Mittelpunkt O0, zrosse Halbaxe 
25 ” 
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u, So Ist 


vw \ 


2.)  r = all-—ecosu). 


p 


(l-ecosu)(l+ ecosg). 
a 


Wird hier logarithmisch differentürt, so ergiebt sich 


esinudu esinpdp 0 
1—ecosu Itecosp 
oder 
asınadu rsingdp 
r p 
Ks ist aber 
b’ ; a 
BP und Öbsina = rsing, 
also 
D du de 
(6.) sin“ sing 
und 
7.)  bdu = rdy. 
$. 9. 


das Integral der Gleichung (6.) ist 
todu = ÜCtgigy, 
wenn Ü die Integrationsconstante bedeutet. 
Bezeichnet man den Winkel OF@G mit &, so dass 


OF:FG = «cose=e, 


so wird = a—e für u» — In, also C=tg4le und 
/’1-—e 
f \ 1 | 1 ) 1 Y/ 
1) tgzumtgsetgzp=tgip] wg 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich auch 


1—tg4u' e-+Cosp 
2.) =. = — 
1--tg4u I--ecosp 

e h 2tg!u singyi1—e 
(3.) sına = a ee — . 

I-+-tg4u 1--ecosp 


Vertauscht man e mit —e und ” mit p, so bleibt (1.) ungeändert, daher 
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VA=OE=a, kleine Halbaxe 0G — b ist. und bildet OE mit OA den Winkel 


Wenn man diese Gleichung dureh (1.) dividirt, so erhält man 













>> 











v0 


nd 


{ 
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folgt aus (2. ' und (3) sogleich 
u COSU — 
A. COS - 
1 — EeCOosu 
e : sinuyl— e’ 
9.) sıny 


4 . 
1 — eELCOSU 


Aus /6.) in $.2 wird für ein beliebiges » 


’ sinu \” sinu \r—1 
dgy\ ) = du( ) 


sin / sing 
oder 
dp (1— e‘)‘" du 1 — ecosu)"-! 
(A--ecosp)“ - 
1— 
daher 


} de | f’ “ 
(6. / e ; a U K; / du (l-eeosu) 
(1-+-ecos g)” (1— e’yr:, Ä 


Aus (2.) wird 
e — COSG 


14 ECOSp 
cos u 


+ e dep { “du 
(d.) / ' . = - - / (1—ecosw)” 
I f(e--eosp)" 1— e’)' cosu” 


also 


Die Formeln /6.) und (7.) fehlen gewöhnlich in den Lehrbüchern der In- 


tegralrechnung. 


° 1) 
8. +. 


Anwendung. 


Zieht F den Punkt B nach dem Newtonschen Gesetze mit 


Kraft an, die ihm in der Einheit der Entfernung die Beschleunigung z er- 


theilt, so hat man für die Bewegung des Punktes B, wenn FB=r, FÜ: 


und BC=y die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes B sind, folgende 


bewegungsgleichungen 


4 d’x RE 0 Er dy *Y 0 
2 di ' r’ > . 2 


Ws ist aber, wenn die Ableitungen nach dem Winkel y, den der Radius- 


vector mit der Abseissenaxe bildet. durch Accente bezeichnet werden. 
d’x a d e | (® \ j za’ 
REINE IT P 


ac f' 
t’® 


- 


u 1 PR 
also für r = — aus (1.) 


A 
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| va." eo vr 
2.) 2 — he z2e3 Ü=0 und y’— e +. 
Kliminirt man aus diesen Gleichungen z, so wird 
U" 
RR m + A [, _ P „ \ a 0 
wi Dr dei Due DS re 
oder nach $. 1 (1.) und (2. 


Das Integral dieser Gleichung giebt das zweite Keplersche Gesetz 
N A’ 

Wird aber aus den Gleichungen (2.) f’ eliminirt, so bleibt 

3 


rn Bin 
ey" -ya'+zz 


oder nach $. 1 (1.) und (3.) 


(ya—ıy) = 0 


also nach (3.) 


Für :-w+z A’ wird 


ao 


v+w"=0, also w=Beos(p+C) 
und daher | 
(4) zz = 2A +Beos(y+C). 
Aus (3.) ist 


ER 
also 
7.) ti= 4/7 -D 





Das Problem ist hiernach gelöst, wenn die vier Uonstanten der Integration 


A, B, C, D bestimmt worden sind. 


8. 9. 
Bestimmung der Constanten. 
Es war 
I dt u  . 


A -- a1 Zu r? dp .. r® ds. dp ’ 


bezeichnet man also die (eschwindigkeit des Punktes B mit oe und benutzt 


die erste der Formeln (5.) im $. 1, so wird 
! 1 


vrCc08@ vq 


1.) 'Ad=- 








VE REN 
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wenn man den Abstand des Punktes F von der Tangente in B durch q 


' ! 


ausdrückt. Kennt man also von e und q die Anfangswerthe ©’ und g’, so 
ist damit die Uonstante 


bestimmt. 
Nach (4.) n $.4 war 
| 


= 2A +Beos(g+C 


Ist aber der Winkel AFC, den die grosse Axe eines Kegelschnittes ACA’ mit 


1* 


dem Radiusveetor FC bildet, „leich C, so ist die Polargleichune desselben 


| N e 


Auer, \ & 
r p p / m 


Die Vergleichung dieser Gleichung mit der vorhergehenden lehrt, dass deı 


Punkt B einen Kegelschnitt beschreibt, bei welchem 


Ä | e 
3 A’ und  B 
pP p 
ist und die Constante C den Winkel AFC darstellt. Da A bekannt ist. so 
hat man somit den halben Parameter p des Kegelschnitts wefunden. 
Nach (1.) und (2.) und (4.) in 8. 2 ist 


1 n 
er = zA.n 
A«eosa Ap 


oder für zA=o 
2) 0er = 6 
Das Dreieck FBN, in welchem FN = er ist, gewährt die Gleichung 


er’ —_ Yy— rncosa ! n 


oder 


oder 


Diese Gleichung lehrt also aus den Anfangswerthen r’ und e’ von r und 
vo die Ekcentrieität e berechnen. 
Die Bahn des Punktes B ist hiernach für 
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eine Kilipse, 
























D V eine Parabel, 


eine Hvperbel. 








Aus (4.) ergiebt sich 


+ >) 1 a . 
vo 7 f u) t \ 
\.). oo = Hi- = — |, 
\r p / 


und wenn B eine Ellipse beschreibt, so wird 


Nach der Figur ist der Winkel 


u 


o+C 


! & 1. N “ 


Sind also « und /’ die Anfangswerthe von « und /, 80 ist 


; ' 
a u 


und da 
. 1} 1 . r 
sin) = „sine, 


so kann die Constante C aus dem gegebenen «' leicht berechnet werden. 
Um die Constante D zu bestimmen, hat man aus (5.) in $. 4 und 
(6.) in 8.3 


® 3 p dp m Bi 
tn Al D= Fe faul ecosu)+D. 


Da aber 





pr "A a’ 
A—e y? ua =}: "y 
so erhält man 
x 
ty ; = n—esinu+D, 
ad’ , 
wenn 
to ha — co — 1.6. E.. 2 - = 
°2 > Yirte 


für €=0 st g=0 und a sei gleich « für £=0. Dann wird 


0 = w-esin«-+D 





Fr Fe © EEE EV TE RUE 2 


—— 
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und 


1—e 
kw 1 4 \ 
ig > u I e | { : 
Setzt man 
! . ! % 
ua—-esnu = 7 | 
(d 


4 u * rm [7% v4 ” . 1 
und bezeichnet f+r mit T und N mit u. so wird 
Ad’ 


oo 


. u = nN—esinu. 
Wenn man den Winkel dureh die Zeit ausdrücken will, so bedient man 
sieh am bequemsten des folgenden Verfahrens. 

Aus (9.) und (7.) in $. 2 ergiebt sich sogleich 


bdu 


de 
2 al— ecosu 
Er ' bi 
oaer 44 = vi e’ ı1st. 
d 
Q\ p - du 
8.) f u / 
vi—e’ / 1—ecosu 
Aus der Gleichung 
2 = yrapie 


leitet man aber nach ZLagrange die Reihe ab: 


4 = 
ve) = vly)traleui N) let)" 

Aus (7.) oder 

u = U- esin 
und 

: ö du 

(u) 
’ A 


folgert man nun sogleich 


p MR, > du [ du -e( sine N, e’ sinu’ \Y ey singt N" 
. ) nz BA 


yi-—e’ 1—ecosu ./ 1—ecosu —ecosu/ 2! ecosu/ " 31\1—eeosw/ 


Entwickelt man hier nach Potenzen von e, so zelangt man zu der be- 


kannten Reihe 
3 


e dläsis. .  , du at un | 
; (13sin3u—3sinu)-+ „ (103sin4a—44sin2u)t«-, 
12 36 


wi 


p= u+2esinu+ | e’sin2u-+ 


_ 


Diese Entwiekelungsweise ist weit bequemer als die in den bekannten Lehr- 
büchern benutzte, z. B. in dem von Duhamel. 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft ? 2 
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Die Formel (3.) in &. 5 
er = no 
lehrt, dass, wenn man in dem Dreiecke FBN die Strecke FR —o macht 
und RV parallel BN zieht, die Linie RV gleich der Geschwindigkeit e ist. 
Da aber FN=er und daher FV=eo, so ist 
< ' ein fester Punkt auf der erossen Axe des 
von B durehlaufenen Kegelschnitts. Beschreibt 
man also aus F mit o einen Kreis und zieht 
die Vectoren FC, FB, FB',..., so stellen die 
Strecken VP, VR, VR',.... die Geschwindig- 
keiten dar, welche der angezogene Punkt in 
pl | BC, 
\A>< diese Linien die Riehtungen an, welche die 


[ / s \A Fi Normalen der Curve in €, B, B', ... besitzen. 
/ Fr fa 


B, B, ... annimmt, und zugleich geben 


Die Geschwindiekeiten im Perihel A und 


\v 
! 
8 


Aphel A’ werden also durch die Strecken VE 
und VE’ dargestellt. 
£ Man kann hiernach sogleich die Bahn 
Figur 2. eines Punktes C eonstruiren, der von F nach 
dem Newtonschen Gesetze mit einer Kraft angezogen wird, die ihm in der 
Kinheit der Entfernung eine Beschleunigung < ertheilen würde, und der eine 
Anfangsgeschwindiekeit PV =’ erhalten hat, die mit der Linie FC einen 
Winkel An —a«' bildet. 


% 
— ab, 


Ü 4 
zieht PV = ev’ senkrecht auf die Riehtung der Anfangsgeschwindigkeit, die 


Zu dem Ende schneidet man auf FC die Strecke FP=e= 


in © Statt findet, und verbindet dann F mit V, so giebt FV die Richtung 
der grossen Axe der Bahn an. Trägt man dann an FC in C den Winkel 
2«@' an, so erhält man den zweiten Brennpunkt F’ der Curve, der also leicht 
eonstruirt werden kann. Diese Uurve wird offenbar eine Ellipse, so lange 
der Punkt } immerhalb des Kreises liegt. >ie wird eine Parabel, wenn V 
mit der Peripherie desselben zusammenfällt, und geht in eine Hyperbel über. 
wenn dieser Punkt ausserhalb des erwähnten Kreises liegt. 

Auf die Construction dieses Kreises, der an den Hodographen von 
Hamilton erinnert. bin ich durch den Vortrag eines jüngern Mathematikers 
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geführt worden, der auf meinen Wunsch, im Seminar des hiesigen Friedrich- 


Wilheims-Gymnasiums, einen elementaren Beweis der Keplerschen Gesetze 


gab und dabei eine Methode der elementaren Integration benutzte. die ihm 
von Herrn Weierstrass mitgetheilt worden war. Indessen hatte der Kreis. 
zu welchem die Integrationsweise von Weierstrass führte, eine ganz andere 
Lage und Bedeutung als der von mir benutzte. 

(reometrische Constructionen der Bahn eines Planeten sind mehrfach 
gegeben worden. Eine solche findet sich z. B. auch in dem kürzliel 
sehienenen Traite de mecanique „enerale von Herrn Resal. Vie von uns 
mitgetheilte möchte wohl von allen bekannten die einfachste seit 


Berlin. im Januar 1875. 











Sur le developpement en une serie d’exponentielles. 
(Par M. Popoff a Kasan.) 


‘ 

J ai presente A V’Academie des Sciences de St. Petersbourg une notice 
sur le developpement en une serie d’exponentielles par lequel on peut ex- 
primer une fonetion F(zx) finie, continue et de signe invariable pour toutes 
les valenrs de x depuis 2=0 jusqua e=x. En posant 

”“ Fi) = AT" +Ae’t+ Aettte 
les nombres positifs r,. r,. r, etant assujettis a la condition 
Ä + | +... = valeur finie, 


jai determine les valeurs des eonstantes A,, Ar. A, ... propres A verifier 

l’&quation (1.). Pour domner un exemple d’un tel developpement, je pose 
ee" = Ae"+Ae""+ A,e "+... 

h designant un nombre positif queleonque et a un nombre positif assujetti 

ı la eondition «> ]1. Les constantes A,. A,. A, ... seront determines par 

la formule generale 

N.A 1 x a — a (a —1) + (a’—I)fa—1) 7 


a‘ a (a—1)(a’—1) 


at-a a’ 1)+a”la!-N)la’-1)-a'(a'N)La’-I)la’-1)+la’-I)la’-I)(a’N)a-1), .,: 
Sil Nj 2 ö 3 N 4 12h et" 
a (a-1)(a’-1)(a -1)(a 1) 


r 
j 


dans laquelle N, designe la quantite definie par l’&equation 


\ I 2 | 3a” da‘ 
iv; u; \/n? wg \/nm® nn 2 \/m3 N, Zi 
a—1 (a—I)a’—1) ° (a—I)(a’—I)(a’—1) a— 1a —I)(a’—I)\(a'—1) 


l,e terme general de la serie qui donne la valeur de A; sera 
) 1.3.5...(2p—1)(— ?h)r 


N; a®r+Vi(a—l)(a’—1)... (ar —1 


1874. 


[ara a?—1)+-+(a—1)(a’—1)...(a”—1)). 
) 


Kasan 














Correspondance math6matique 
entre 


Legendre et Jacobi. 


La eorrespondance mathematique entre Legendre et Jacobi est une 
des correspondances les plus memorables qu'on trouve dans la litterature 
des sciences exactes. Il a fallu un concours de circonstances heureuses 
pour la conserver en entier A la posterite. 

C'est a M. Bertrand que nous devons la publication de onze lettres 
de Jacobi & Legendre inserees aux annales de l’&cole normale de 1869. En 
les faisant imprimer l’&minent geometre a sauve ce tresor, les manuscrits 
originaux ayant peri en 1871 dans les incendies de la Commune. Üette 
publication fut en m&me temps un acte de justice pour la me&moire de Jacobi. 

Une grave erreur historique avait et@ repandue eoncernant la de- 
eouverte de la nouvelle theorie des fonctions elliptiques. On avait avance 
qu’a Abel seul revenait la decouverte de cette theorie en vertu de ses 
memoires eontenues dans les volumes 2 et 3 du Journal de Crelle; que 
Jacobi, sans y ajouter rien d’essentiel, en avait seulement forme un corps 
de doetrine publie trois ans plus tard dans ses fundamenta nova. Vette 
opinion se trouvait deja, quand elle fut emise, en eontradietion manifeste 
avec les notes et memoires de Jacobi et d’Abel inseres dans le Journal 
astronomique de Schumacher *) et non moins avec le celebre rapport de 
Poisson**) sur les fundamenta nova (le Jacobi. Mais rien n’y aurait pu 
donner un dementi plus formel que la publication des lettres de Jacobi 
dans lesquelles lillustre analyste raconte avec une rare franchise l’histo- 
rique de ses decouvertes et la filiation de ses idees ***). 


*) Astronomische Nachrichten, Bd. 6, n°. 123, 127, 158. 
*#*) Lu & la seance de lacademie des seiences du 21 decembre 1829. 
***) Lettre de Jacobi du 12 avril 1828. 
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Au mois de septembre 1827 ont paru A Berlin le 2me cahier vol. 2 
du Journal de Crelle*) et ä Altona le n’. 123 vol. 6 des nouvelles astro- 
nomiques de Schumacher. Le cahier du Journal de Crelle eontient la pre- 
miere publication d’Abel”*) relative & la nouvelle theorie des fonetions 
elliptiques. On y trouve leur double periodieite, la theorie analytique de 
leur multiplieation et de leur division, leur definition par des produits infinis. 
Le numero des nouvelles astronomiques eontient deux lettres de Jacobi ä 
Schumacher &crites de Koenigsberg et datees du 13 jun et du 2 aoüt 1827. 
Dans la premiere lettre il donne les transformations du 3P®e et du hme 
ordre dans leur forme algehrique avec les transformations compl&mentaires 
a la multiplieation. Dans la seconde il etablit les formules analytiques 
renerales pour la transformation de Voordre n. 

Pour un geometre qui a sous les yeux ces deux publications si- 
multandes, il est evident qu'en les €eerivant Abel et Jacobi ont &te chacun 
en possession de Vensemble de la nouvelle theorie des fonetions elliptiques, 
quils y sont parvenus independamment Tun de Yautre, Abel en partant de 
la multiplieation, Jacobi en partant de la transformation des fonetions 
elliptiques. 

Le fait historique de cette coineidenece remarquable a £te reconnu 
par tous les g&ometres eontemporains, parmi lesquels il suffira de nommer 
Legendre, Poisson et Lejeune-Dirichlet. D’ailleurs jamais discussion de 
priorite n’a eu lieu entre Abel et Jacobi. Ils ont realise Vattente de Legendre: 
„vous serez sans doute dignes lun de Yrautre par la noblesse de vos sen- 
timents et par la justice que vous vous rendrez r&eiproquement“ ***), 

En eomparant les onze lettres de Jacobi publices par M. Bertrand 
avee douze lettres manuscerites de ZLegendre qui se sont trouvees dans la 
suecession de Jacobi, jai pu verifier que ces 23 lettres forment la correspon- 
dance seientifique entiere qui a eu lieu entre Legendre et Jacobiy). M. 
Bertrand ayant bien voulu m’exprimer son assentiment Aa limpression de 
cette correspondance entiere, je la fais paraitre suivant l’ordre chronologique 


*) M. @. Reimer en recherchant dans les livres de son imprimerie et de l’annee 
1327 a bien voulu constater le mois dans lequel ee cahier a ete expedie aux abonnes. 


he) 
rn. 


*#) Abel etait de retour A Christiania depuis le mois de mai 1827. 

‘#) Lettre de Legendre ä Abel du 28 octobre 1828. 

) Outre ces 12 lettres de Legendre je nai trouve qu’un billet du 6 septembre 
1329 (sejour de Jacobi a Paris), simple billet d’invitation qui n’offre point d’interöt et 
na aucun rapport aux mathematiques. 
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dans lequel les lettres ont et& e£erites. A cöte des fundamenta nova de 


Jacobi, des notes et m&@moires d’Abel et de Jacobi imprimes dans le Journal 
de Crelle et dans les nouvelles astronomiques de Schumacher, cette correspon- 
dance est un des documents les plus precienx pour Vhistoire de la decou- 
verte de la nouvelle theorie des fonetions elliptiques. 

(Juatre grands geometres, Legendre, Gauss, Abel et Jacobi, ont eu 
leur part dans cet ev@enement. Legendre Vavait pr&pare: vieillard de 75 ans 
en 1827, il avait eultive depuis 1786 pendant plus de quarante ans le 
ealeul des integrales elliptiques et en avait forme une diseipline parti- 
euliere. es travaux avaient ete peu appreeies par les celebres analystes 
de son propre pays dont Vinteret se dirigeait plutöt vers les recherches appli- 
cables a Vastronomie et a la physique. Parmi les savants etrangers A la 
France Gauss connaissait parfaitement lVimportance du sujet, mais des son 
debut il avait montre A lVegard de Legendre une troideur que ce dernier ne 
lui pardonnait pas. La decouverte de 1827 avait d’ailleurs pour Gauss un 
inter&t tres-personnel. Depuis plus de vingt ans il etait en possession des 
resultats par lesquels Abel et Jacobi ont etonnd les geometres. Des re- 
cherches entreprises pendant les annees de 1797 & 1808, dans lesquelles il 
partait de la transformation du second ordre et des movennes arithmetico- 
ecometriques, "y avalient conduit, mais il n’en avait rien publie. Pendant 
toute sa vie il nen a jamais parl& que dans des lettres ou conversations 
privees. 

Lorsqu'ien 1827 Legendre recut la premiere nouvelle de la r&ecente 
deeouverte de Jacobi, d’abord par le n’. 123 du Journal de Schumacher, puis 
par la lettre de Jacobi du 5 aoüt 1827, il laceueillit avee un vrai enthou- 
siasme. Linteret quwil prenait A la diseiplme qui pendant une si grande 
partie de sa vie avait forme son travail prineipal, etait en lui d’une telle 
purete quwil n’eprouvait point de jalousie de se voir surpasse et son oeuvre 
eouronnde par un jeune homme de 23 ans qui se nommait avec raison son 
diseiple. Mais lorsqwil fut averti d’une assertion de Gauss qui aurait pu 
enlever A& Jacobi une partie de la gloire de sa decouverte, son irritation 
fut grande. Il nm’hesita pas A douter de la verite de lassertion, et ce fut 
alors Jacobi qui se chargea de la defense de Gauss. 

Pour les caracteres de Legendre et de Jacobi leur correspondance 
est un beau monument. 


(4 


VP- 
Sc 


Legendre qui par son travail infatigable avait initie la nouvelle 
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neration dans la theorie des integrales elliptiques, montre pour Jacobi une 
bienveillance qui lui fait le plus grand honneur. En ce qui concerne Abel, 
apres avoir vaineu la difficulte qwil trouvait d’abord A se familiariser avec 
ses idees,. il exprime la haute eonsideration due A ses travaux. 

Jacobi se montre plein de veneration pour Legendre dont les veuvres 
lui ont fourni le point de depart de ses profondes etudes. ÜC’est dans ce 
ton que sont &erites toutes ses lettres A l’exception d’un seul passage dans 
lequel il s’agit de la plus grande decouverte de son emule Abel oubliee 
pendant deux ans parmi les papiers de Cauchy. A lVegard de Gauss son 
jugement est juste et sans prevention. Son admiration pour les travaux 
d’Abel est telle qu'il les place au-dessus des siens propres. La grande 
decouverte & laquelle il a donne le nom de theoreme d’ Abel est designee par 
lui comme „la deeouverte la plus importante de ce qu'a fait dans les Ma- 
thematiques le siecle dans lequel nous vivons“. 

En presentant au monde scientifique cette correspondance de deux 
seometres de nationalite differente et pour lesquels Yinteret de leur science 
tait disparaitre toute autre consideration, je ne puis me refuser & exprimer 


Vesperance que cet exemple ne sera pas perdu pour la generation presente. 


Borchardt. 


Jacobi a Legendre. 


Koenigsberg, en Prusse, le 5 aoüt 1827. 

Monsieur, 

Un jeune Ge&ometre ose vous presenter quelques decouvertes faites 
dans la theorie des Fonetions Elliptiques, auxquelles il a &t@ eonduit par 
l’etude assidue de vos beaux £erits. O’est A vous, Monsieur, que cette partie 
brillante de l’Analyse doit le haut degre de perfeetionnement auquel elle 
a ete portee, et ce m’est qu’en marehant sur les vestiges d’un si grand maitre, 
que les (seometres pourront parvenir & la pousser au dela des bornes qui 
lui ont ete preserites jusqwiei. Üest done a vous que je dois offrir ee 
qui suit comme un juste tribut d’admiration et de reeonnaissance. 

Je commence a exposer les moments prineipaux des resultats que 
je viens d’obtenir. Soit p un nombre impair queleonque; on remarque alse- 
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ment en poursuivant les theoremes concernant la multiplieation des Fone- 


tions Filliptiques de premiere espece, proposes dans le tome I des Exereices 
de Calcul Integral, que Von peut toujours parvenir & l’&quation 


d.ıx 1 | pdz 1 


yI— x’ Yi—«’r’ vi’ yl—x?2° 


au moyen d’une substitution rationnelle 


z:A+ 4’ A" z*- + A eg 7 
B+B'iz’ıB"zs!1L..ı-B® z- 


J’ai observe, depuis. que cette substitution peut &tre remplaede par 
les deux autres, employees suecessivement: 


} ! 2 7 4 \ 
2 yazay-+ay-- a y 
I 
b+b'y’-+-b" y*t- +b: ye-' 
I \ 
Ä | 
2 \0- a2’ + az Be a zp-') 
= 
Ei 
3 +2’ + 9"z a: zi 


Apres une premiere substitution, la Fonetion Elliptique va &tre trans- 


formee dans une autre de module different, de sorte qu’on aura 


dx ! Mdy l 
y1—r’ yi 1 yi— y y1- Ay?’ 

dy ! pdz 
Yi-y’ Yi-Ry  Myi—a’ Via’: 


Or, en donnant au nombre p des valeurs differentes,. on trouve le 
theoreme remarquable, que chaque module donne fait part d'une infinite 
d’echelles de modules, dans lesquels il peut etre transforme par une substi- 
tution algebrique et meme rationnelle. 

Aussi je suis parvenu a trouver lexpression generale de ces deux 
substitutions-lJa. que je presenterai sous la forme trigonometrique, qui me 
parait la plus commode. Elles pourront &tre transformees aisement dans 
la forme algebrique mentionnde. Je commence par la substitution derniere, 
qui me fournit le theor&me suivant: 
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Theoreme I] N 


. Be or \ A 1 
„Doit pris Vangle p' de maniere qu’on ait F(z,p') = r F' (z), et nom- 


F 
» d ao M m; 
mons en general g” un angle tel que F(z,gp") = - F'(z). Cherchons 
“ . 2 ) 7 
un angle y au moyen de la formule 
gu’ — a"-c gr? « 
. tang . > , tang > u tang : at 
- y - nr ( 
tang (45° — — — rer ... —— (tang45 ” - ’ 
= not. PP 9 „.„P°tp 0. 
tang —— tang ——- tang — —— 


- 22 


& er . 0 län un 
on aura F(z,y) = r F(i,w). Le signe superieur ou inferieur doit &tre 


pris selon que p est de la forme 4a-+1 ou de la forme 4»r—1. Toute- 
fois que g se trouve entre les limites @” et g"*", il faudra vprendre 
| Pf; | 


u m m—+-1 ’ ne 
angle w entre les limites 5 et „97. La determination des con- 


stantes M, A pourra se faire par les formules 


p 
M —ı r f ‚ m 2 21 ) 
2 (cosecp'— euseey"—+ ++ coseegr?—4)' 
r 24 M . . um. . ) \ 
Ak: sing’ — sing" ++ Fsing”’+4). 
p q 


Je passe A present au theoreme Il, qui repond & lautre substitution, 
par laquelle on peut passer du module 4 au module z, et qui, joint au preee- 
dent, sert a la multiplication des Fonctions Elliptiques de premiere espece. 


Theoreme ll. 
„Boit +4" = 1, soit en general w”“ un angle tel, que 


m 


Fi, w" Bu 5 F' (4), 


qu’on fasse 
tang 0’ = tangwcosee y', tange” = tangwcoseew", 


*) Je me servirai ici et dans la suite des signes des Exercices de Calcul Integral. 









' 
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soit enfin d=2(W—-9"+60— ..- FR" +!ı), on aura 
F(z,6) = MF(, w). 
Les angles 9, 0", ... doivent &tre pris dans le m&eme quadrant de 
cerele dans lequel se trouve Vangle w.“ 
Les theoremes I et II joints ensemble donnent F(z,0\=pF(z,p). 
Je passe sous silence les nombreuses relations analytiques tres-eu- 
rieuses, que vont fournir les deux theoremes proposes. ‚Je majouteral ie] 
qwWune methode, qui peut servir A l’Evaluation des transeendantes F(2,), 
la plus commode, a ce que je erois, qu’on puisse imaginer, 

En effet, A se trouvant toujours tres-petit, quand m&eme le nombre p 
ne surpasse 5 ou 7, on pourra negliger les termes de Vordre 4. On aura 
done simplement F(z,p) = = w. Ja constante M ne differant que de Voordre A 

p 
de la quantite Fr" (x), on introduira celle-ei dans le caleul au lieu de M. 


Par la on aura en m&me temps corrige le resultat de la partie non pe- 


riodique de l'erreur commise en negligeant les quantites de eet ordre. Notre 
> 
formule deviendra done F(2,Q) Me z)w, et l’erreur commise ne com- 
2? u ee a . . f . 
portera que — u (z)sin2y. Ö’est done la correetion a ajouter pour que 


l’erreur ne soit que de Vordre 4° *), 

Soit, par exemple, p=5, # = sind5”, je trouve dans le tome III des 
Exercices, p. 215, 9 = 21°0'36",02754 43, @" = 58° 38'10”, 31402 70. 
Aussi la Table II du tome III me donne F'(z) = 1.835407 4677301, d’oü 
resulte 


F' (x) NR 

— — = ) 90: \ ' 

M 55.324.000 0,00000 11444 90541 544 
On aura done & ealeuler Vangle w par la formule 


tang 0’ W _ tangC10*30/18",01 — 449) Lang (291975",16 44.9) gang [A5" 1) 
tang (10°30"18”,01+ 4) tang (2919 5", 16) N Te 


et ensuite on trouvera 
F(y) = 0,00000 11444 90541. w. 


La eorreetion A ajouter sera — 0,00000 007. sin 2up. 





F'(x) 


F\ Ss ıyp 1 — M' st: is A == N 
) Sil’on exprime w en secondes, on aura F(x,9) = M'w, &tant mis M 324000 p 


27” 








Legendre et Jacobi, correspondance mathematique. 


kxemple 9=30": 


tan PP _:agor 
logtang —,— = 8,89549 Y0n 
BL 
logtang " , "= 9,98966 16 
log cot #5 = 0,32140 63 
log cot A — 0.593506 27 


logstang 49 —4y) = 9,76143 94 


logtange 49’ —4w) = 956106 90n 
15’ 4 = —20°0'0”,473 
v — 468000,95 (MM = 0,00000 11444 090541) 
Mw = 0,53562 266 
Corr. = +0,00000 007 
F= 0,3562 273 


La Table II du tome Ill des Erercices donne 0.553562 27328 22. 

Cette methode me parait fourmir la maniere la plus convenable de 
construire des Tables pour levaluation des Fonetions Elliptiques de 
premiere espece. 

IIm’y a que tres-peu de temps que ces recherches ont pris naissance. 
Cependant elles ne sont pas les seules entreprises en Allemagne sur le 
meme objet. M. Gauss, ayant appris de celles-ei, m’a fait dire quil avait 
(eveloppe deja en 1808 les cas de 3 seetions, 5 sections et de 7 sections, 
et trouve en m&me temps les nouvelles &chelles de modules qui s’v rap- 
portent. Üette nouvelle, a ce qui me parait. est bien interessante. 

Depuis quelque temps jai fait encore quelques recherches sur la 
theorie des Nombres, qui m’ont conduit a des resultats assez curieux rela- 
tifs ä la belle partie de cette discipline ouverte aux geometres par votre 
eelebre loi de Reeiprocite. En effet, en partant de la nouvelle theorie de 
section de cerele proposee par M. Gauss dans la huitieme section de ses 
Disquisitiones Arithmeticae, jai decouvert une methode qui me conduit aux 
theoremes fondamentaux concernant la theorie des Residus eubiques, biqua- 
dratiques, et m&me des Residus des puissances plus elevees encore *). 


*) Je me sers ici dans ce qui suit des signes et des denominations mis en usage 
par M. Gauss dans ses Disquisitiones Arithmeticae. 
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Pour en donner une idee suceincete, je mets ici la demonstration du 
theoreme fondamental relatif aux Residus quadratiques, fondee sur ces 


nouveaux principes. 
Y 24 ® . hd ® . .r, . x 1 r 
Soit p un nombre premier impair, solt x une racine de l’equation do, 
L- 


soit g une racine primitive de la congruencee g'"—1==0 (mod. p). on a 


F i 
’ Pr a3 a 2 i E - 
220 +2 — a2 + — 2 +} —1) "p. 
On a de m&me en general 
2? Fon 2” + a is ae eh u x Pi 


Preis Fa 
egal A +Y(-D’poan& —Y(-D! 
ou non residu quadratique du nombre p. Mais le nombre g etant aussi 


p, selon que a est residu quadratique 


premier, on a, en negligeant les multiples de g, 
p—1 7 l _ pl 
{ 00 7 - ) qgP° 2 ) 2 ' 2 
a’ — "+. — 5” m “in 000 mn GE - ..— 1 s ü p } -] P- 


Done g sera R ou N.R de p selon que —1,° ° p’ „divise par q, 
laisse +1 ou —i, ce qui est preeisement la loi de Reeiproeite, ou. d’apres 
M. Gauss, le theor&me fondamental relatif aux Residus quadratiques. 

J’ajoute plusieurs theoremes relatifs aux Residus cubiques qui re- 
sultent tous d’un m&me theoreme general. Ce sont les premiers de ce genre 
qui ont Ete proposes. 

Etant donne un nombre premier p de la forme 6»-+-1, un autre nombre 
premier quelconque sera residu cubique de p toutes les fois que 4p sera de 
‚une des deux formes 

Il +2/qgM ou gE-+27M. 

Uependant 1 faut exelure la forme seconde dans les cas de g=2 etg=3. 

Aussi q etant un nombre premier plus grand que 7, il sera residu 
eubique de p toutes les fois que p est de la forme (g2+mM ”+27M’, le 
nombre m etant donne par rapport A q au moven de la Table suivante: 


g = 11,13|17|19,23)29 31137 


4| 1! 3| 3) 2 1, 5|I8 
9191812 7/3 
11111 69 

1311| 7 


12]... 








I NE a $ 
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Ainsi, par exempie, le nombre 37 est residu eubique de p toutes les fois | tl 
que 4p sera de l'une des sept formes: e 








I +36963M’, 13692°+27M', P 
(372+3M)’+27M°, (372+9M)+27M, j 
(372+7M }+27M°, (3724 12M)+27M, 






e 
(372+8M ’-+27M°. . 

Le nombre 4p n’etant pas eompris sous l’une des formes £tablies par \ 

les theoremes preeedents, le nombre q n’en saura etre residu eubique. 
M. Gauss a presente A la Societe de Goettingue, il y a environ deux i 

ans, un premier Memoire relatif & la theorie des Residus biquadratiques, t 
laquelle est beaucoup plus tacile que celle des Residus cubiques. Ce Me- i 


moire n’a pas encore paru, mais il en a donne un extrait dans les Annales | 
de Goettingue, annee 1825, vol. 1. Les theor&mes qui s’y trouvent annonees 
se demontrent et pourront m&me &tre generalises par mes methodes avec 
une faeilit€ extr&me; et, ä ce que je erois, ce sera de m&me avec tout ce 
qu’on pourrait etablir sur les Residus des puissances. Ledit grand geometre 
m’a &erit, depuis, qu'il poursuivra le m&me objet dans trois autres Memoires 
destines A &tre presentes A la Soeiete, et il se plaint que le temps lw 
manque & publier ses vastes recherches sur differents objets de la plus 
grande importance. Je suis avee le respect le plus profond, 
Monsieur, 
Votre tres-humble serviteur, 
Dr. ©.-@.-J. Jacobi, 


Aupres l’Universit€ de Koenigsberg, en Prusse. 


Legendre a Jacobi. 


Paris, le 30 novembre 1327. 


Monsieur, 


Ce m’est que depuis quelques jours que jai recu des mains de M. 
Michael Reiss, la lettre que vous m’avez fait Y’honneur de m’eerire en date 
du 5 aoüt dernier. Je connaissais deja votre belle decouverte dans la 
theorie des fonetions elliptiques, par les deux lettres que vous avez fait 
inserer dans le n’. 123 du Journal astronomique de M. Schumacher. Le 
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theoreme I contenu dans ces lettres, m’etait deja connu, puisquil saccorde 
entierement avec la seconde &chelle des modules dont jai developpe les 
proprietes dans le chap. XXXI du tome I de mon traite des tonetions 
elliptiques, imprime en 1825 et presente & Vacademie dans sa seance du 
12 septembre de la dite annee. Le tome II n’a &t@ imprime quien 1826. 
et l’ouvrage entier n’a et€ mis en vente chez Mrs. Treuttel et Wurtz qu'au 
mois de janvier de cette annde; ainsi il nm’est point douteux pour moi que 
vous Mavez eu aucune eomnaissance de mon ouvrage et que vos propres 
recherches vous aient conduit au m&me resultat que Javais imprime deux 
ans avant vous. Mais ce qui vous appartient incontestablement «est le 
theoreme 1] qui eontient la decouverte d’une troisieme e@chelle de modules, 
celle que vous designez A bon droit comme repondant au nombre 5. J'ai 
verifie ce theor&me par les methodes qui me sont propres et je Vai trouve 
parfaitement exact. En regrettant que cette decouverte mait Echappe je 
nen ai pas moins Eprouve une joie tres-vive de voir un perfeetionnement 
si notable ajoute a la belle theorie, dont je puis me dire le er&ateur, et 
que jai eultive presque seul depuis plus de quarante ans. Linvention de 
la seeconde echelle attachee au nombre premier 3, m’avait mis A portee 
dexpliquer beaucoup de resultats d’analvse transcendante dont les autres 
tormules ne pouvaient rendre compte: je le trouvais diene dinteret par 
differents resultats que son developpement m’avait fait comnaitre dans le 
chap. XXX] et partieulierement par le moven qwelle fournit de reduire A 
deux equations du 3m® degre, la trisection de la foncetion F qui depend en 
veneral d’une Equation du Yme deere, enfin la eombinaison de deux Echelles 
deja connues me donnait le moyen de former l’espece de Damier analytique 
dont jai fait mention page 326 du tome I. qui dans ses cases multipliees 
a Vinfini dans les deux dimensions eontient toutes les transformations d’une 
m&me fonetion donnee F. Votre troisieme &chelle, Monsieur, vient etendre 
aux trois dimensions de Vespace, les cubes infiniment multiplies dans tous 
les sens qui contiennent les transformations de la fonetion F: ils remplissent 
done toute l’etendue de l'espace. Mais l’imagination deja frappee de cette 
multitude infinie de transformations dont aucune fonction analytique ne montre 
l’exemple, est en quelque sorte accablee quand vous affırmez quil ya une 
quatrieme echelle attachee au nombre premier 7, une einquieme au nombre 
premier 11, et ainsi pour tous les nombres premiers a linfini sans aucune 
exception. Aucune preuve de cette assertion ne se trouvant dans len". 125 
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du Journal astronomique, javoue que jetais porte a eroire que la propo- 
sition nm'etalt pas exacte et que linduetion seule avait pu vous la suggerer. 
in etfet une methode assez simple que javais employee pour verifier votre 
theoreme II. presentait deux equations de plus que d’ineconnues, mais ces 
equations se sont trouvees satisfaites. Uerte m&eme methode appliquee A 
l’echelle ulterieure pour le nombre premier 7 contiendrait trois &quations 
de plus que dinconnues; jai commence le caleul, mais je ne l’ai pas acheve 
pour massurer si ces trois equations n’etaient qu’une consequence des autres. 
Dans les echeiles ulterieures le nombre des equations oiseuses augmenterait 
progressivement; jetais done en doute sur la proposition eonsideree dans 
toute sa generalite. Mais ayant recu votre lettre jy ai vu les deux tor- 
mules generales sous forme trigonometrique dont toute votre theorie depend; 
je vois des lors que ce n’est pas sur linduetion, mais bien sur une analyse 
profonde et rigoureuse que vous avez etabli votre proposition generale. 
Maintenant je ne puis que vous temoigner le desir que jeprouve d’avoir 
communication de lanalyse qui vous a conduit a ces deux iormules; la 
grande habitude que jai de la matiere me fera contenter d’une simple in- 
dieation de la methode, ou de son prineipe fondamental; je pourrais bien 
esperer de reussir dans cette recherche en y eonsacrant un certain espace de 
temps, mais vous mobligerez beaucoup, Monsieur, de m’&pargner cette peine. 
Il me sera fort agreable de eomposer d’apres votre methode, et avec une 
due mention honorable de son auteur, un supplement au tome I de mon 
ouvrage, OU jexposerai votre belle deeouverte dans tout son jour, et qui 
en sera un des plus beaux ornements. 

Vous recevrez par ja voie de M. Yambassadeur de Prusse, qui a 
bien voulu accueillir ma demande, un exemplaire de mon traite des fonetions 
elliptiques dont je vous prie d’agreer V’hommage. .J’ai profit€ de la me&me 
occasion pour faire passer & M. Alexandre de Humboldt a Berlin, une lettre 
ou je lui fais part de mon opinion sur votre beile decouverte dont jai aussi 
entretenu lacademie des sciences de Paris dans sa seance du 26 novembre 
dernier ”). 

Je ne vous dirai rien dans ce moment sur Vartiele de votre lettre 
qui eoneerne vos deeouvertes dans la theorie des nombres. J’espere revenir 


sur cet article dans une autre occasion, pour peu que vous vouliez la 


*) Voir pour la communication ä l’academie des sciences ä la suite de cette lettre. 


B. 





























Cd a bc 


-n. 
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faire naitre; car devant faire imprimer Vannde prochaine une troisieme edition 
de ma theorie des nombres, dans laquelle il y aura plusieurs additions im- 
portantes, surtout dans la partie qui eoncerne les &quations A deux termes, 
je serais fort aise d’y pouvoir inserer quelques-uns de vos nouveaux rösultats, 
avec mention honorable de son auteur. 

Comment se fait-il que M. Gauss ait ose vous faire dire que la plu- 
part de vos theoremes lui &taient eonnus et qwil en avait fait Ja d&eouverte 
des 1808? ...*) Cet exees d’impudence n’est pas ceroyable de la part d’un 
homme qui a assez de merite personnel pour n’avoir pas besoin de s’appro- 
prier les decouvertes des autres .... Mais c’est le m&me homme qui en 
1801 voulut s’attribuer la decouverte de la loi de reeiproeite publice en 
1785**) et qui voulut augen en 1809 de la methode des moindres 
carres publiece en 1805 * — D’autres exemples se trouveraient en d’autres 
lieux, mais un homme d’ is doit se garder de les imiter. J’ai Vhonneur 
d’etre, Monsieur, votre devoue serviteur. 

Le Gendre. 

Parıs, Quai Voltaire n”. 9. 


Extrait du Globe (n’. de jeudi 29 novembre 1827 
A la lettre de Legendre fut joint le numero indique ei-dessus du Globe 
dans lequel on trouve le rapport suivant sur la communication faite par 
Legendre a Vacademie des sciences dans sa seance de lundi 5 novembre 1827: 


Il n’existait jusquiiei que deux &chelles de modules, Yune eonnue 


*) J’exactitude de cette assertion est prouvde par l'edition des oeuvres eompletes 
de Gauss vol. 3 pp. 492—496, oü M Schering donne les dates preeises des travaux 
de Genuss relatifs a la theorie des fonetions elliptiques et publics apres sa mort. B. 

. =) (Juant A la loı de reeiprocite des residus quadratiques il faut distinguer la 
AITTRCR par observation et la demonstration de la loi. La premiere demonstration 
a ete donnee, comme Yon sait, par Gauss dans ses disquisitiones arithmeticae, tandis 
que la demonstration essayce par Legendre reposait sur des hypotheses non moins 
difficiles a demontrer que la loi m&me. Dans Tartiele 151 des disquisitiones Gauss 
parle d’Euler et de Legendre comme de ceux qui avant lui sont parvenus par ol 
ae a cette loi. Dans un autre endroit (Thheorematis arithmetici demonstratio nova, 
art. 2, Comm. Gotting. Vol. XVI, 1508) Gauss dit: Pro primo hujus elegantissimi theo- 
— inventore ill. Legendre absque dubio habendus est, postguam longe antea surumi 
geometrae Euler et Lagrange plures ejus casus speciales per induetionem detexerant. B. 


*#=#) Dans la theoria motus corporum eoelestium publice par Gauss en 1800 on 
trouve (art. 186) aA la suite de llexposition de la methode des moindres cearres le pas- 
sage: ÜCeterum prineipium nostrum, quo jam inde ab anno 1795 usi sumus, nuper 
etiam a clar. Legendre in opere Nouvelles methodes pour la determination des orbites 
des cometes, Paris 1806 prolatum est. B. 


Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 3. 28 
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depuis longtemps, V’autre publiee tout recemment dans mon Traite des fonctions 
elliptiques et affeetee au nombre premier 3. Or la lettre inseree par M. 
Jacobi dans le Journal astronomique d’Altona contient deux th&eoremes qui 
donnent naissance A deux nouvelles @chelles de modules affeetees, savoir: 
la premiere au nombre premier 3 (c’est pr&eisement celle A laquelle j’etais 
arrive moi-meme; je regardais sa decouverte comme Yun de mes travaux 
les plus importants, et cette d&eouverte M. Jacobi Va faite certainement de 
son eöte): la seconde Echelle A laquelle je n’avais pas pense et qui appar- 
tient exelusivement & M. Jacobi est affeetee au nombre premier 5. Par 
eette derniere &chelle, M. Jacobi a multipli& a linfini les transformations de 
la fonetion elliptique de premiere espece, designee par F(e,y). Jai pu 
verifier, mais seulement au moyen des ealculs les plus eleves, que cette 
deeouverte de M. Jacobi est tres-reelle. Cependant cet auteur ne s’en est 
pas tenu la; il a voulu aller plus loin. Il a annonee que la m&me methode 
qui Yavait conduit aux resultats pr&cedents lui donnait les moyens de former 
une quatrieme dchelle attachee au nombre premier 7, une einquieme au 
nombre premier 11, et ainsi A Vinfini. Tei, dit M. Legendre, je mai plus 
ete de Yavis de M. Jacobi, et jai m@me cru pouvoir lui &erire une lettre 
dans laquelle je lui indiquais ce qui, suivant moi, Vavait induit en erreur. 
Heureusement Venvoi de cette lettre a dt assez retarde pour que jiaie pu 
‚econnaitre que e’etait moi-m&me qui me trompais, et que M. Jacobi sur ce 
point comme sur les autres avait completement raison; et je Vai reconnu avec 
Wautant plus de plaisir que e’est sur un sujet dont je m’oceupe depuis plus 
de quarante ans que j’ai et€ ainsi surpasse par M. Jacobi, mon emule. Ce 
n’est pas par induction que M. Jacobi est parvenu aux resultats quil a 
publies; c’est par une theorie profonde et infaillible et a Vaide de deux 
theor&mes entierement nouveaux, qwil a fait cette decouverte, qui agrandit 
eonsiderablement la theorie des fonetions elliptiques et en fait une branche 
d’analyse parfaite dans son genre et qui ne peut &tre comparde A aucune autre. 

Une prineipale consequence entre une infinite d’autres qui resultent 
de cette savante analyse, e’est que la triseetion de la fonetion F qui depend 
en general d’une equation algebrique du 9me degre se reduit A deux dqua- 
tions du me; que la quintiseetion qui est du 25me degre se reduit A deux 
equations du 5me; de sorte que la consideration des propriet@s de notre 
transcendante sert & resoudre des problemes d’analyse alg&brique d’une grande 
diffieulte et en nombre infini. 


\ 


(' 


P 
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M. Jacobi a annonce aussi, et prouve par des exemples, quwil a fait 
des deeouvertes importantes dans une des parties les plus importantes de 
la seience des nombres, sur laquelle M. Gauss a annonee des resultats 
nouveaux sans les avoir encore publies. 

Frappe de tant de beaux travaux, jai voulu, dit M. Legendre, prendre 
quelques renseignements sur la personne de M. Jacobi: jai appris que 
e'etait un Jeune homme de 25 ans *) attache a luniversite de Koenigsberg, 
ou il n'est pas encore professeur, et ou il mMoceupe quwun grade inferieur 


analogue A celui d’agrege parmi nous. 


Jacobi a Legendre. 
Koenigsberg, le 12 janvier 1328 
Monsieur, 

Je chereherais en vain a vous deerire quels furent mes sentiments 
en recevant votre lettre du 30 novembre et en m&me temps le numero du 
Globe qui eontient la communication que vous avez bien voulu faire A 
V’Acade@mie des Seiences de mes essais. Je me sentis confus, aceable de 
cet exces des bontes que vous m’avez eues et du sentiment que jamais de 
ma vie je ne saurai meriter de pareilles.. Comment vous rendre gräce? 
(Juelle satisfaction pour moi que V’homme que jadmirais tant en devorant 
ses eerits a bien voulu accueillir mes travaux avec une bonte si rare et 
si preeieuse! Tout en manquant de paroles qui solent de dignes interpretes 
de mes sentiments, je n’y saurai repondre qu'en redoublant mes eflorts A 
pousser plus loin les belles theories dont vous &tes le erdateur. 

Javais deja appris il y a quelques mois que vous avez public un 
nouvel ouvrage sur les Fonetions Klliptiques en deux volumes. Aussitöt 
jai donne A un libraire de Berlin Vordre de me le faire parvenir: mais, A 
mon grand depit, je ne lai pas encore recu. ‚Jattends done avee une 
impatience extreme le cadeau brillant que vous m’en avez voulu faire et 
pour lequel je vous rends mille gräces. 

Depuis ma derniere lettre, des recherches de la plus grande impor- 
tance ont ete publiees sur les Fonetions Elliptiques de la part d’un jeune 
geometre, qui peut-etre vous sera connu personnellement. U’est la premiere 
partie d’un Memoire de M. Abel, & Christiania, qu’on m’a dit avoir die A 


*) Jacobi, ne le 10 decembre 1804, n’avait pas m&@me atteint läge de 23 ans. B. 
28 * 
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Paris il y a deux ou trois ans, insere dans le second eahier du second 
volume du Journal des Mathematiques pures et appliquees publie a Berlin 
par M. Crelle. La continuation doit avoir ete publiee dans ces jours dans 
le eahier troisieme dudit Journal: mais elle ne m’est parvenue pas encore. 
CUomme je suppose que ce Me&moire ne vous soit pas encore connu, je vous 
en veux raconter les details les plus interessants. Mais, pour plus de com- 
modite, javancerai le mode de notation dont je me sers ordinairement. 

Si Yon pose f em -—= Z, Yangle g etant Vamplitude de Z£, je 

yi—z'sıngp' 


14 
le designe par amZ; K etant la fonetion entiere = / j 


() 


au lieu de am(K— 7), cette autre expression coamz (c’est-A-dire comple- 


dp ’ 
—— , J€ Meis, 
yi—x’sing’ 


menti amplitudo). Je designe, avec vous, 
m 

Pe es: 70x 20 u dam. . 

yl-zsinfam2) = > par Jam. 
Le module sera mis A eöte, si on le juge eonvenable; toutes les fois quil 
sera supprim® dans le suivant, les formules se rapportent au module z. 
Du reste, je designerai le complement de z par z et la fonetion entiere 
qui repond A z’ par K. 

M. Abel commence par donner l'expression analytique de toutes les 

racines des equations elevees desquelles depend la division des Fonctions 


Klliptiques. En effet, soit sing = itangw, ö etant Y—l, on aura 


dy 2 idıy 
yi—x’singp’ yi—=”sinw’ 
d’ou Yon tire 
7 ‘ ” > = - \ m a < .<c f ne “ n\ 
sinam (iZ,z) = itangam (SZ, 7), 


theoreme fondamental de M. Abel. 
Je remarque encore les formules suivantes: 
cosam (iZ, x) = secam (Z, z'), 


na Aam (zZ, #') 
IJam(i2,x) = - > 


ee cosee coam (Z, z'). 
sau Ar, J i 


Aussi on aura 


sinam(&iK',z) = Q, 


‘ 


sinam(Z+iK') = -————, 
, “Ssınam., 
cotam (Z-+iK') —— —iJdam,, 


Idam(Z+iK') = —icotamf, etc. 
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(‘omme on 


tangam (2m'K',z) = Q. 


m' etant un nombre entier, on aura aussi 
sin (2m'ikK',z. — V. 
d’ot suit qu’on aura en general 
sin am /(Z+4mK + 4m ik sinamz, 


m et m’ etant des nombres positifs ou negatifs. On voit done que les racines 
de Vequation elevee qui sert A la division de la Fonetion Elliptique Z en 
= + 4mK + Am! K' 


„ parties seront de la forme sinam 
n 


iormule qui embrasse 
toutes les raeines au nombre de »’, si on donne A m, m’ successivement 
les valeurs OÖ, 1, 2, ...., »—1. 

M. Abel ramene ensuite la division d’une Fonction Elliptique quel- 
conque = ü la division de la Fonction Entiere K. En effet, soient @, 9 des 
racines queleonques de Vequation x" = 1, expression 


= -+4mK + Am’ ik’ wer 


Y R 
( Dar pr sınam ) 
rl 


ou Von donne aA m, m’ toutes leurs valeurs 0, 1, 2,.... »—1., ne chan- 


— 
- 


sera pas si l’on met, au lieu de sinam „, une autre racine quelconque 
R L 


Z44uK + 4u'ik' 


n 


sinam Cette expression sera done symetrique par rapport 


a ces racines et pourra, par consequence, etre exprimee par 
sinamz **), 

A present si l’on donne A «, 5 toutes leurs valeurs possibles, ce 
qui donne »° combinaisons, on tire de la les valeurs de toutes les racines. 
M. Abel suit une autre methode, qui, si je ne me trompe pas, rend le 
probleme plus complique quwil n’est en lui-m&me. 

La division de la fonetion entiere, laquelle depend en general d’une 


2 1 


equation du degre 5, est ramenee & une equation du degre »+1. n etant 


. “r . nr ' ı Ay 
*) On entend par — la somme des expressions formees de ladite maniere. 


=*) ]] faut ajouter: Et par des quantites constantes, mais irrationnelles, de la 


’ AmK-+4Am' iK’ 
iorme sinam —— - — — . 
n 
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4uK + 4u'K' 


n 


un nombre premier. En effet, soit 


—=®, 9 une raeine primitive 


de la congruenee x” = 1 (mod. »), p(w) une fonetion trigonometrique 
queleonque de Vamplitude de ©, & une racine de Y’equation x” =1, on y 
parvient en considerant l’expression 


[F (w) + ap (gw) + a’ f (g’ ©) + ... En ap (go)]’ —| 


symetrique en p(o), p/go), y(g’w), .... p(g’””w). Or les fonetions syme- 
triques de ces quantites ne sauront avoir que des valeurs differentes au 
nombre a+1, qui repondent & u«=0, W=]: u=1, W"=0:;: u=l, 
w“=1, 2, 3, ..., a—1l. Done elles seront donndes au moyen d’une &quation 
algebrique du degre »+1. Je vais ajouter A present les propres paroles 
de M. Abel, en remarquant qwil eonsidere dans son Me&moire les Fonetions 
2 dx 


Kiliptiques sous la forme / u ——u non} 
yAd—ec’z’)(1-+e’x”) 


0 

„Done, en dernier lieu, la resolution de l’equation P,=0 est reduite 
a celle d’une seule equation de degre »+1: mais cette equation ne parait 
pas en general &tre resoluble algebriquement. Neanmoins on peut la re- 
soudre eompletement dans plusieurs cas partieuliers, par exemple lorsque 
e=e,e=cy3, e=e(2+y3), ete. Dans le cours de ce Me&moire *), je 
m’oceceuperai de ces cas, dont le premier surtout est remarquable, tant par 
la simplieite de la solution, que par sa belle application dans la geometrie. 
En effet, entre autres, je suis parvenu & ce theoreme: On peut dieiser la 
eireonference entiere de la lemniscate, par la regle et le compas seuls, en m 
parties egales, si m est de la forme 2” ou 2”-+1, le dernier nombre etant en 
möme temps premier; ou bien si m est un produit de plusieurs nombres de 
ces deux formes. Üe theor&me est, comme on voit, preeisement le meme 
que celui de M. Gauss relativement au cerele.“ 

Connaissant les racines des &quations mentionnees, M. Abel les re- 
sout en facteurs; ensuite, dans les formules qui en resultent, il pose n=x, 
d’ot il tire des expressions tres-remarquables; mais cela n’a plus aueune 
diffieulte. 

Vous m’avez permis, Monsieur, de vous communiquer l'analyse dont 
je me sers. Une demonstration rigoureuse du theoreme general concernant 
les transformations s’imprime & present dans le Journal de M. Schumacher; 


*) Qui n'est pas encore publie. 
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elle vous sera envoyee aussitöt quelle sera imprimee. Mes recherches 
ulterieures sont encore loin d’etre finies; cependant j’en embrasserai une 
partie dans un Memoire que je crois pouvoir publier dans peu. Il s’y 
trouvera, entre autres, un resultat eurieux qui d’abord m’a frappe un peu; 
c'est le cas suivant. Si l’on peut transformer un module z dans un autre 3, 
on a entre ces deux modules une &equation algebrique du degre »-+1, si la 
transformation se rapporte au nombre x, qu’on suppose &tre premuer.  Ues 
quations symetriques en zZ et A sont, par exemple pour n=3,n=D: 


“oe +2w (1—-wWr)=0, We +5 - oe) tue (1— ue (, 


ot Yon a suppose a = Vz, v u Il parait remarquable que ces equations, 
won pourrait appeler eguations modulaires, ont leur forme la plus simple 
entre les quatriemes racines des modules. Or toutes ces equations alge- 
briques en nombre infini satisfont A une m&me equation differentielle du 


troisieme degre, savoir: 


3 dd’ — di dr) — 2dz di | dzdi.— di.d’z 
) an YA 1 x , } ) fi Y , EN | N 
+ dr di. (( ) dz’ — | —— ) di 0). 
- K— r \/ sum A 4 3 


ou Von ma suppose constant aucun differentiel. Aussi jai trouve que, 
dans certains cas, on retombe sur le m&me module, de sorte que la trans- 
formation devient multiplieation; ainsi 2 etant y4, on aura deux racines de 
"equation @— eo +5 —e)— dw (i—ue)= 0 Egales A (l1+U)w, dou 
iontree=4=z7=1. Üe sera dans tous les cas ou le nombre » est 
ia somme de deux carres, »=a’+4b‘, z etant y4: la Fonesion Elliptique 
se trouve alors multiplice par a+2bi. On remarque des choses semblables 
dans les modules qui sont lies d’apres une Echelle queleonque avee z= y4. 
est un genre de multiplieation qui n’a pas son analogie dans les arcs de 
verele. Je suis tres-curieux de savoir votre avis sur ma demonstration, 
laquelle & la verite est un peu compliquee. La nouvelle d’une troisieme 
edition de la Theorie des Nombres m’a charme. Je mai travaill sur cette 
science que tres-peu de temps: quand je m’aurai pris la libert@e de vous 
communiquer un petit Memoire qui va &tre publie sur la theorie des Resi- 
dus, vous verrez que mes idees ne meritent pas la place brillante que vous 
(eur avez offerte. Aussi les recherches sur les Fonetions Elliptiques doivent 
etre en quelque sorte finies avant qu'elles soient dignes de former un supple- 
ment A un ouvrage sans doute parfait dans toutes ses parties. 
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Adieu, Monsieur, daignez recevoir les respeets les plus profonds que u 
minspirent la superiorite de vos lumieres et la generosite de vos sentiments. n 
Jamais de ma vie je m’oublierai cette bonte de pere avec laquelle vous i 
avez voulu m’encourager dans la carriere des sciences. " 

Votre devoue serviteur. 
0.-G.-J. Jacobi. 
a 

P. S. Le troisieme eahier du Journal de Crelle, que je viens de c 
reeevoir, ne eontient pas encore la suite du M&moire de M. Abel. t 

| 
d 
Legendre a Jacobi. 
Paris, le 9 fevrier 182» ( 
Monsieur. ( 

Lorsque jal recu votre lettre du 12 janvier, M. Schumacher m'avait | 
deja envoye@ le n?. 127 de son Journal, otı se trouve votre demonstration du | 
theor&me sur les transformations des fonetions elliptiques. J’ai pris infini- 
ment de plaisir & votre demonstration ot brille votre sagaeite et que je : 
trouve fort courte relativement A la grande etendue de son objet: elle m’a 
suggrere quelques remarques dont jai envoy& un preeis & M. Schumacher | 
pour &tre imprime dans son Journal, suivant le desir qu'il m’en avait te- 
moigne. La maniere dont vons passez de la valeur de 1—-y & celle de y., 
decomposee &egalement en faeteurs, m’a paru tres-@legante: mais ce qui, A 
mes veux, fait le grand merite de votre demonstration, c’est Vheureuse idee | 

| ui ey ge ara | 
que vous avez eue de substituer A la fol: ar et Iy a9. Vette double | 
substitution qui satisfait a V’equation differentielle, doit satisfaire aussi aux | 
integrales qui la representent; par ee moyen vous pouvez verifier d’un trait | 
Ü 2.4 
de plume la valeur y = y , et vous trouvez pour seule condition la va- 


leur du module A exprimee en fonetion du module donne z; des lors le 
theoreme est demontre dans toute sa generalite, sans aueun ealeul penible 
et par une sorte d’enehantement; vous verrez dans ma note que cette belle 
demonstration m’aurait paru plus satisfaisante, si vous y eussiez joint quel- 
ques details sur la serie des idees qui vous ont conduit A la valeur supposce 
pour 1—y; vous pourrez avoir egard A mon observation dans les autres 


parties de vos recherches qui vous restent A publier. J’ai indique aussi 
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une verifieation de votre theoreme quwil serait curieux deffeetuer et qui 

mettrait des A present cette decouverte dans tout son jour. Par vos formules 

il est facile de trouver la valeur de la fonetion T en facteurs; ensuite Videe 

vient naturellement de faire les substitutions dans V’&quation i 
dU AV ! T 
Udz Vdxe M UV’ 

afın de voir si elle est satisfaite. L’&quation mise sous cette forme se de- 

compose dans les deux membres en fractions partielles dont les denomina- 

teurs sont les faeteurs binömes des fonetions U et V, et il est facile d’avoir 

l’expression generale du numerateur correspondant A un facteur queleonque 

de U, et celle du numerateur eorrespondant A un facteur queleonque de FW. 

L’identit€E de l’&quation fournira done deux conditions generales qui 
devront etre satisfaites. Depuis l’envoi de ma note jiai observe que ces 
deux eonditions se reduisent A une seule que je pr&sente iei sous la forme 


r er i ’ ; m i 4. 
la plus simple. Soit «, Vamplitude telle que F« iM, la condition 
“Nr 


dont il s’agit et qui doit avoir lieu pour toute valeur de @ depuis 1 jusqwä 
n, est celle-ci: 


2 sin“, \/sin’e, \.7/ sn’ \/ sin’; \ / sin a; 
A 
SID @, sın @, / sın &,_2 IN sin’ @s;,»- sın’ &,, 


= (1—z sın’a,sin'e,)(1—z’sin’e, sin’e,) (1—z’sin’o,,sin’«- 


J 


).... 1—x' sin’o.,,8in’@,,_,). 


Cette equation doit &tre vraie d’apres votre demonstration, mais il 


serait interessant de la d@duire des premiers prineipes de la theorie des fonetions 
elliptiques. U’est une recherche que je laisse & votre sagaeite et qui me parait 


assez Importante puisqu’elle confirmera d’une maniere invineible Vexaetitude 
de votre theoreme. Je suis parvenu & cette &quation au moyen d’un lemme 
que Jai deduit de vos formules et qui dans votre notation serait ex- 
prime ainsi: 

u; 


2° 


in? (e 2mK\ ge. 4 (= 2mK ) 
sin | coam cosam| 2 + cosam| 2 — 
In +1/ \  2n-H1. \ 2n Hi 
ee 2mkK\ j 2m K 
1 —«"z’sın | am _—— ) cos’( am, 4) 
ın +1/ an +1 


Je erois voir en eerivant ceei que ce m&me lemme donnera assez 
facilement la demonstration de mon dquation. 
J’avais deja connaissance du beau travail de M. Abel inser& dans le 
Journal de Crelle. Mais vous m’avez fait beaucoup de plaisir de men 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 3. 29 
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donner une analyse dans votre langage qui est plus rapproche du mien. 
Üest une grande satisfaction pour moi de voir deux jeunes geometres, comme 
vous et Jui, cultiver avee sucees une branche d’analyse qui a fait si long- 
temps l’objet de mes etudes favorites et qui n’a point ete accueillie dans mon 
propre pays comme elle le meritait. Vous vous placez par ces travaux 
au rang des meilleurs analystes de notre &poque; nous voyons au eontraire 
ici les talents peu nombreux qui y restent se livrer & des recherches vagues 
qui ne laisseront que de faibles traces dans V’histoire. Ce n’est pas assez 
d’avoir du talent, il faut savoir choisir Vobjet dont on doit s’occuper. 

J’attends avec impatience la suite des recherches que vous ferez 
paraitre dans le Journal de M. Schumacher, et particulierement les relations 
que vous avez trouvees entre deux modules qui peuvent se transformer Yun 
dans lautre. Vous me donnez pour le cas n= 3 l'&quation 

W“— eo +2 (l—-uwv) = 0 
A laquelle j’ai ajoute le double signe +; jai pour le m&me cas donne dans 
mon traite V’&quation 1=yec,+ybb, qui revient au meme. Mais vous &tes 
alle beaucoup plus loin. 

Je ne moceupe pas encore de ma troisieme edition de la theorie des 
nombres, ainsi vous avez tout le temps de me faire part de ce que vous aurez 
imprime sur les residus de differents degres. J’ai deja approuve beaucoup 
votre demonstration de la loi de r&ciprocite A laquelle pourtant il faut ajouter 
quelques developpements; je pourrais vous indiquer dans cette partie des 
objets de recherche qui ont une diffieulte digne de vous; mais Jaime mieux 
vous donner le eonseil de ne pas donner trop de temps aux recherches de 
cette nature. Elles sont tres-difficiles et ne menent souvent & aucun resultat. 

Je suis etonne de ce que vous n’avez pas encore recu Vrexemplaire 
que M. Yambassadeur le baron de Werther avait promis de vous faire 
passer. Il faut le r&clamer & Berlin si vous eprouvez de nouveaux retards. 

Agreez, Monsieur, l’assurance de mon estime bien sincere et de mon 
entier devouement. 


Le Gendre. 


Je vous prie de ne pas prendre la peine d’affranchir, quand vous 
m’ecrivez. il ne faut pas que ma correspondance vous soit onereuse. 





mm 


N 
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Jacobi a Legendre. 


Monsieur. 


i)’ 


Il me faut vous faire de grandes exeuses d’avoir retarde aussi long- 
temps la reponse a votre aimable lettre, pleine de vos bontes, qui font la 
plus douce r&compense de mes efforts et un grand bonheur de ma vie. En 
effet, javais espere de jour en jour pouvoir vous mander la fin d’un premieı 
Me&moire qui devait embrasser la plupart de mes recherches. Üependant la 
diffieulte de la matiere, de m&me que les nouvelles vues qui se sont ouvertes 
dans le cours m&me du travail, me font Eprouver de si grands retards, que 
peut-etre il ne vous sera pas desagreable si je vous fais part des r&sultats 
prineipaux trouvds jusqwiei, et qui me paraissent dignes de votre interet. ” 
Veuillez les aceueillir avee la bonte dont vous miavez donne des preuves 
si eelatantes et qui seront gravdes A jamais dans mon coeur., 


mK--2m’iK’ 


Soit d’apres ma notation wo = (» est un nombre impair), 


n 
m et m’ designant des nombres entiers quelconques, mais tels quiun m&me 
nombre ne saura &tre diviseur des trois, m, m, n. Vous verrez aisement 


aue la demonstration de mon theoreme s’applique mot A mot au cas meme 


’ ; K de 
quon met partout amw au heu de am . in meffant suUccessivement 
71 - 
K 23iK' K+2iK' K-+4iK' K+(n—1)iK' h 
# u r e , Bi - . { 
n n n n n j 


on tire de la un nombre »-+1 de transformations attachees au nombre n et 
s iz ’ k .. 
analogues A celle que jiai donnde relativement A „les embrassent 
toutes les possibles quand » est premier: aussi dans les cas den=3, n=5, 
Jai montre que les dquations modulaires montent au quatrieme et sixieme 
degre, comme cela doit re. De ces modules, au nombre de »+1, il n’y 
a que deux qui soient reels, savoir: ceux qui repondent A w= 2 et a 
PAR IV e, rn ch ' 2: 
ee — 18 derniere transformation, savoir: celle qui repond A o = : 
est preeisement la me&me qui fournit le theoreme complementaire. Pour 
demontrer ceei, il faut remonter aux formules analytiques concernant la 
multipliecation, donnees la premiere fois par M. Abel. Jen eite les trois 
suivantes, presentees d’apres la forme sous laquelle vous eonsiderez les 
Fonetions Elliptiques, et dans laquelle j’ai eu soin de vous suivre: 
29 * 





Legendre et Jacobi, correspondance mathematique. 


n—1l n’—] 


7 


# i \ r - , 2mKkK + 2m’iK' 
'(1.) smam(n!,x) = (-1)?’ x’ ITsinam (&+ _ ;, 


\ N 
1 ‚ 2m K + 2m'i K' 
ı(2.) sy = IIsin’coam — A 
R % n 
u 2 2m K + 2m’iK'’ 
a sin’coam 
/ 3 \ \ —1f ) r u II n 
EA: n SRORT MM 2mK + 2m’iK' 
sin’am 


n 
Les produits designes par /T embrassent tous les facteurs differents 
entre eux que Von obtient en donnant A m, m’ des valeurs en nombres entiers 
positifs ou negatifs. 
Les trois formules principales relatives a la transformation comple- 


mentaire sont: 


sinam (nS, z) 


j 
I 





\ fi ınam = inan 8% >. u m(? ne in um (* BR N . 1. 
— Y —sıni siınam sına Sing — Jh 
| y x j M a Mn N er . M n ZESEH 
7] \ y' / y ' 4 y’ 
\ u | ! « | . 
\ nM 1.2. E. Bine a i+ 
| n u 7 | ,__44 |  _ @a—N)A 
tang am tang am tang am 
n n n > Ian 
En ns (mod.A ), 
| f Q a 2A Q en i 4A' 2 i i an 1) Ad o x E 
\  (4+4-A’tang’am y’)(142°tang’am yo 1-+A’tang’am y’) 
N Br j _ I 7 
en if . 414 . Gid' s (n—N)ı: Ad! | “ 
, z — 4'|sıneoam sıncoam SINCOAM — +++. sıncoam (mod. %) 
n n n n \ , 
(2) > mod. 
i —— = y \ ’ . Fr “ 
/ r 21 44 na—1)A7' 
| dam Jam ——— Jam 
3 7) N N 
2A . 41 a—NAT 
\ sincoam SINCGAM —— +++: sineoam 
| l 7 RR R / l -p\ 
Br an | | (mod. 4), 
W)/ \nM 22. 44 (n—1)A \ Ä 
/ sınam sınam — «+++: sınam 
| n N n 
ou Yon a mis 
T 
3.5 au dy 
yasınam\ ap,k), - f = ———, 
l y1—A’sin’g 
T 
’. dı / .Nn „19 
A -/ f A’-+ A” = 1. 


y1—A"sin’p 


un 








1 


si 


VO 


0 
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1 faut ajouter que la theorie de la premiere transformation donne „1 = 
4 

A =: Demontrons la premiere de ces formules. 
Si, dans la formule suivante, qui concerne la premiere transformation: 


in um( : 1) 
Ss H b v 
" M' 


n—1 


a 2 U 5 BE ' .. 4(n—1)K 
— (—1) ° 1 sinam &sinam (+ )sinam (&+ )-sinam(& + ), 
/ k | n n / n / 
a 2Zm’iK'’ De u di £ ' £ | 2m’ iK'’ E ., 2miAd' 
on 57 i ile e 5, — devenant — + = — + on i 
> n ® 9 M M nM M n i 
n—l 
Ä 5 2m’id' ge 2mK -- 2m’ ik" 
Pin 2 ins | s ı\ een uns (x? Mltnese.un 
(—1) sinam( Pe A \; II sınam\ S+ E ). 


\ . \ { n—1 
ot Von donne A m les valeurs 0, +1. +2. +3. .... + - Dans cette 
n 
Pr . f} fa N . N 
formule, mettant successivement &m =—0, +1, +2, .... + ‚. et formant 
7 nt 


le produit, on a 


n—1 ’ d ' ri 
u... < 2mid . gr r /, 2mK —+ Zm’ikK" N 
—1) ° Il sinam(- ‚h) — JIsınam( £&-+ - )- 
i / Buate M + n | A i c n J 
Mais la formule designee par 2 (1.) domne 
n— 1 n?—1 
A - ER u, 2mK + 2m’ik’ N 
sinamns = (—1) "x ITsinam($+ ; ), h 
J f 
dou Von tire 
i u A" a [E 2miid .N 
\ ‘ ey) — / N p — — En “ 
sinam(nS,z, “ IH sinam(, | - ) i 


ce qui est la formule A demontrer. De la m&me maniere on demontre les 
deux autres au moyen des formules 2 (2.), (3.). La formule dont jaı fait 
mention dans ma premiere lettre resulte des m&mes prineipes. 

Si l’on met dans ces deux transformations ö/S au lieu de 5, on ala 
transformation du module z’ dans le module A, et vice versäi. Nommant 
4, le second module reel dans lequel on sait transformer le module z et 
2:K' 


on verra que A depend de la m@me maniere de x 
n 


qui repond a o= 


que z de A,, 4, de z’ et z’ de A, A, etant le complement de A,. Done si 
on forme d’apres la m&me loi deux Echelles relatives & z et z, trois termes 


eonseeutifs seront dans Yune ... A, %, 4, ... et dans lautre ... 4,7, 4 


thcoreme que vous avez demontre dans les cas de n=2 et de n=3. 
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On pourrait d’une maniere 


imaginaires. 


























# e a ın aura de plu 
— — : On aura ( S 
——uu- u” I 


1) . TU 


[2 & P 
== sin am ( — k) m sin am(—ı = sn 5° 
I ag 7 ' Ih 


nM 
La formule (1.) peut s’eerire de la maniere suivante: 


sinam(»$, x) 


f u) 


yY y Y 
rMyji— —_ 1 — ed ; VERSEHEN 
J no 2id MAL (n—1)A' 
sin’am sin’am sin’am- 
n n n a 
=. ; - ; z — — (mod. A). 
’ y ) y .. y 
er re BRENNER ai Runen: 
ee : u. ru 3... (an2)id 
sın am sın am sın am - 
n n n 


De la on tire, dans le cas de n=x. 


2hy f, y’ p y y" 
sc sin? ick’ in? Zink’ sin? 3irk’ 
_— sin’ In ——— 
K K K 
sinama = —— i 
Y ) y” 
5. So 
sin? irck sin? sirtk sin® Dirch 
N ntgruch sin’ - In” —— 
2K 2K 2K 
a7 u A 


y etant sin- _- Soit e*=U, e * =g; cette formule se transforme dans 
celle-ei 

sinam (w, x) 

2K (U UNLA-ITIA-ETJA- WA TAU) gu 
on ag A-GO)A-g°0°).. [1 OHA-FUHA-FT- 


u a 1— g)A1—- g)(1— 9°)...’ 

ou Von a mis A=[! re Eu I- 
d—g)A—-g)A— 4")... 

mule #-+zK au lieu de z, U deviendra ygU; de lA on tire, en remarquant 


1 ” A . 
——, la valeur de A= : De la mäme maniere 
sınamı 


nn 


I/II 


Sı l’on met dans cette for- 


que sinam(a+:iK") = 


analogue passer & la multiplication par 
le moyen du module A,, de m&@me que par le moyen des autres modules 


. Li ‘is U * [3 " 
Faisons S=—, »=mx, on aura dans cette limite A=0, et par 
n 
’ st 1) K K' Y k 2K 
consequent A ; les formules 1= ‚f2=-- donnent „A=—. 
2 nM M A 


q 


Sı 


© 
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on trouve au moyen des expressions semblables pour cosama, Jamu, ete.. 
les valeurs des produits suivants: 


“ 
2x vg 


a-g)A-MA-gN)...]! 


Y# 
i 5\ 16 2 'q 
A+NA+NU+N)... = ; 
Yxx | 
’ 2 AN / 6\ 6 2xx' K’ 
A-NA-NA-g)! = —— 
Yrgyn 
% 


A+f)i1+g)(1+gQ)...] = - a; 
4y'yg 


sommations tres-remarquables, ce me semble. 


> A KA ı1ı— NR 
Comme on a Ze voit qu’en mettant seulement 


1 
g" ou g”" au lieu de g, on tire de ces formules aussitöt les expressions 
semblables relatives aux modules transformees A, A,. Ainsi on aura, par 
exemple, 
a erreT ODE]. 
INOTMETN-- AH )A+N)AHEN.-- ; 
On ne saura guere reconnaitre de la nature de ces produits que ces 
deux expressions dependent algebriquemenrt Vune de lautre. Je remarque k 
encore que, comme on a | 


‚_fA-DUI- NUN. 


= Larparmarn.. He 


v4 


on aura aussi 


A-NA-P)A-N)..T+HlöglA+NAHNArHT)...] 
= (A+NA+n)i+g)-.--]; 


equation diffieile & prouver au moyen des methodes ceonnues. On y saura 
ajouter nombre d’autres. 


nm 4mK r Eins: 
Si Yon met «+ — au lieu de w, U change en «U, ou e" =1. 


De la se deduit de la formule pour sinam« une nouvelle verifica- 
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tion assez faclle de ma premiere transformation. Je passe A d’autres re- 
cherches. 


Soit 





U-U-\, a a A a en Zu n1_ 51723 
( 5 „A-FU)A-FÜ)A—- U.. A-FUO)A-U)A-U®)... 
= a (U-U)+a’(U’—-U)+a"(U’—-U®)+.- 


>ı Yon met dans ce produit qU au lieu de U, il sera multiplie par 


] —i ZT—R / [2 
(qaU—q I au 1 D a " 
nn m) e la suit: 
\ U-rM, mm yUu gu’ 
Z 2.0 27 an IV LT) 
a =—ga, a =—ga, a =—- ga", 
OU 
a" i a’ ia a'‘ a a‘ N 


de sorte qu’on aura ce produit egal A 
Ph [U— U -1_ g\ U’ ir 3 + CU’ — U 9\ —g"( rn U ”) 4 U’ U 9) ER ]. 
De la m&me maniere on trouve 


(1-gU), 1-F U) I- FU)... J)IL-gU)I- FU) -PU”).. 
b[1—-g(U’+ U ?) R° g’(U*+ U )—g’(U°+ U‘) +g"(U°+ U“) y 


° . 
L Lueund 


a’ et b designant des constantes. 
On aura done 


| U-U-1_(U°—- US) (U U) Ü ® 

smama = 7 I? — 4] —4 T\ 1°_ a kan 18 | nee 
—g(U’+ U) +gt(U+-U = U + UF) H+gCU+U)- 

La constante C se determine encore au moyen de la formule 


1 


sinam(u-iK) = — ' 
ara a zsinamu 


en remarquant que U change en yqU en meme temps que «# devient a--iK”. 


: : "I vi 2Kx 
On la trouve &gale A a ,‚ de sorte quil vient, en mettant « = = 
e ıy% ’ 
1 3 25 49 
1 “ mir 2 q* sine — g*sindz + q*sin5r— g*sin?=-+- 
) u RR ‘ ‘ « ‘ ‘ v ) . 
7: in ya 1— 2geos2r + 2g* cos4r — 2q°’cos6r +2q"cosdr —-- 


J'y ajoute les trois semblables: 
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{ ) 5 4) 


2, un T — I, q* cosr + g* cosdr + g* cosd5r + g* eosTc -+--- | 
Sal ı } x 1— 2900822 + 2g*cosdr — 2g°cos6x + 24" ’c0s8r — -- ‘x 
N 2kx u ‚1 +2gc08s22 + 2g’cos4dxz + 2g’cos6r + 2g ’cosdr + -- ji 
u. 1 — 2g9c08 22 +4 29'084 — 2g’cosb.r + 2g'’cosdr — R 
2Kx | 
 tangy am ) 
3X m  W Be... „nie 
4.) [= “ 1. gsin D) —q sın D) —qg sn 2 +q "sin D) +g 'sın em 
Ir Er DOT 0... .. 8 
5 — 1608 ») —g°C08S > -g C08S > 7-94 008 a4 008 rm 
Je remarque encore les formules suivantes: 
1 
Ku 1994224 20°- | 
Pe 1+29+2g4'+2g’+2g4" +, 
/ 1 ) 25 49 
Dr | 
1+29+ 29° +29’ 24° 7 
Fe RR 1 —2q9+2g9’— 2g’+2g4"—-- 
r= TTF2g+2g +2 + 2g I 
dont la premiere est la plus remarquable. 
Quant a l’importance de ces formules, vous la sentirez mieux que 2 
j . : 60% ‚ Rei 
je ne pourrais le dire. Aussi elles ne seront pas sans interet pour les e£- h 
lebres geometres qui sioceupent du mouvement de la chaleur:; les num£ra- ° 
teurs et les denominateurs des fractions par lesquelles on a exprime les Na 
fonetions trigonometriques de Vamplitude &tant souvent rencontres dans ladite 
question. Je finirai ici lexposition rapide des r&sultats prineipaux trouves 
jusqwiei. 
Vous auriez voulu que jeeusse donne la chaine des iddes qui m’a 
conduit a mes theoremes. Uependant la route que jai suivie n’est pas sus- 
ceptible de rigueur geometrique. La chose etant trouvde, on pourra y 
substituer une autre sur laquelle on aurait pu y parvenir rigoureusement. 
Ce n'est done que pour vous, Monsieur, que jajoute le suivant: 
La premiere chose que j’avais trouvde (dans le mars 1827), «'etait 
n. ; .ı we er —, 2“ 
l’equation T = ir — de; de la je reconnus que, pour un nombre » quel- 
. dx ‘ 
conque, la transformation &tait un probleme d’Analyse algebrique determine, | 
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le nombre des constantes arbitraires egalant toujours celui des conditions. 
Au moyen des coefficients indetermines, je formai les transformations rela- 
tives aux nombres 3 et 5. L’&quation du quatrieme degre & laquelle me 
mena la premiere ayant presque la m&me forme que celle qui sert & la 
triseetion, jy soupconnais quelque rapport. Par un tätonnement heureux, 
je remarquais dans ces deux cas lautre transformation eompl&ementaire pour 
la multiplieation. La j’eerivis ma premiere lettre A M. Schumacher, la me£- 
thode etant generale et verifiee par des exemples. Depuis, examinant plus 


ARRnS ay-+ by’ ax + b'x’ 
de proche les deux substitutions = 7 4, y=-" 77 sous la forme 


1-+-cy? ’ * 1-+c'x’ 


.. e F . . 2K 
presentee dans ma premiere lettre, je vis qu’&tant mis x = sinam 3,3 devra 


BR \ : ui BR FERIEN 
sevanouir, et comme, dans ladite forme,  etait positif, Jen conelus que 


y deyra s’evanouir aussi. De cette maniere je trouvai par induction la 
resolution en facteurs, laquelle etant confirmde par des exemples, je donnai 
le theor&eme general dans ma seconde lettre A& M. Schumacher. Ensuite, 
ayant remarque l’equation sinam (7, 2) = itangam (£,z'), jeen tirai la trans- 
formation de z’ en 4. Javais done deux transformations differentes, Yune 
de x dans un module plus petit A, Yautre de z’ dans un module plus grand 4. 
De la, je fis la conjeeiure qu’en Eechangeant entre eux z’ et}, zet A, on 
aurait lexpression analytique de la transformation comple&mentaire. '"Tout 
etant confirme par des exemples, j’eus la hardiesse de vous adresser une 
premiere lettre *), qui a et@ acceueillie de vous avec tant de candeur. Les 
demonstrations n’ont te trouvees que ci-apres. 

Le 14 fevrier dernier, jai enfin recu votre excellent eadeau par la 
bonte de M. de Humboldt, qui me Va fait parvenir aussitöt qwil arriva A 
Berlin. Il fera V’etude de ma vie. 

M. Schumacher m'a donne connaissance de ce que vous lui avez eerit 
du theoreme compiementaire; je me suis done empresse de faire partir cette 
lettre, et je l’en avertirai. 11 faut m’exeuser, Monsieur, si la bonne opinion 
que vous avez bien voulu avoir pour moi me rend un peu timide & presenter 
des choses trop imparfaites & un si grand maitre. 

M. Crelle m’a €erit que la continuation du Memoire de M. Abel s’im- 

*) Je l’avais donnee ä& un jeune marchand que je ne connaissais pas personnelle- 
ment; on m’avait dit quil allait droitement & Paris; mais il a passe plusieurs mois 


dans les eapitales de Allemagne. De läa s’est fait, A mon grand depit, le retard de 
cette lettre. 


d 
p 


ot 
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prime deja. Je lattends avec impatience. Quant A M. Gauss, il n’a rien 
encore publie sur les Fonetions Elliptiques, mais il est certain quwil a eu 
de jolies choses. il a e&t€ prevenu et peut-Ötre surpasse, c'est une juste 
peine de ce qwil a repandu un voile mystique sur ses travaux. Jene le 
connais pas personnellement, ayant etudie la philologie A Berlin, oü il n’y 
a pas des geometres de distinction. 
Daignez aceueillir Vassuranee de mon respect le plus profond. 
Votre devoue 


0.-4.-J. Jacobi. 


Legendre a Jacobi. 
Paris, le 14 avril 1828 * 
Monsieur, 

Je viens de recevoir une lettre de M. Schumacher qui m’apprend que 
vous ne lui avez rien envoye pour @tre imprime dans son Journal. J’avais 
l’esperance que votre premiere publication eontiendrait la demonstration de 
votre theoreme II, laquelle m’interesse d’autant plus que jai lieu de eroire 
que ce n'est que par un artifice nouveau et tres-Ingenieux que vous &tes 
parvenu & cette demonstration. En effet, si on fait conformement a vos de- 
nominations 


ar ca . M an cs tang wy tang ıy 
“=l FaÜ,y)= Fa, ai a ge ee 


et enfin 
19 = III hy, 


on aura la formule du Theoreme II: 
F(z,9) = u F(4, w) 
laquelle etant combinee avec celle du T'heoreme I, donne 


F(z,9) = pF(z, p). 


Je trouve aisement par les donnees du T'heoreme II, qwen faisant y’=cot'w, 


y" =eot’w”, etc, e=siny, y=sind, on a 


(HF JAHR) 
Y EU, I maN A. 22 L = 5 
A+r)A+H,"S)A+rzr)..... 


Legendre. B. 
30 * 


*) Cette lettre s’est croisee avec celle du 12 avril 1328 adressce par Jacobi ä 
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et de la 





2 „v2 


ir a ANLRREE 
u An-1 esg 


Ces valeurs entierement determindes satisfont A ce beau principe de trans- 


5) _— 
Pr — 


f h B ” - + A . $) ° a »* 1 x 
formation qui vous est dü, savoir qwWon peut mettre A la fois u # la 


i 1 . ' e 
place de sin® et Iso ° ia place de sinw. Mais pour rendre la demon- 


stration complete et semblable ä celle du Theoreme I, il faudrait dans 
l’equation 
P 
vl-9y = vl-a= A+Yra)i+rY"2..... 
pouvoir exprimer le numerateur P en produit de facteurs (1+Jd’r?) (1+0"'x?) ete. 
dont on eonnaitrait V'expression generale. Or c’est ce qui so er 
une telle diffieulte que je n’ai vu, apres plusieurs recherches, aucun moyen 
de la resoudre. Il serait dailleurs fort superflu que j’employasse beaucoup 
de temps & cette recherche puisque la gloire de la decouverte vous appar- 
tient tout entiere et quil n’entrerait nullement dans mon esprit d’en reven- 
diquer la moindre partie. Vous voyez done, Monsieur, eombien vous m’obli- 
geriez de vouloir bien satisfaire mon impatience, en me donnant les direetions 
necessaires pour parvenir a votre demonstration. Je presume que ma de- 
mande n’exige pas de tres-Iongs developpements, et quil vous sera facile 
de me mettre sur la voie de votre belle decouverte qui exeite ma euriosite 
au plus haut degre.  Intelligenti pauca. 
intention dinserer dans les memoires de notre academie une 

notice de vos deux theoremes, pour reveiller la paresse de nos jeunes 
auteurs, et les engager a ne pas rester si nee dans Vignorance de la 
belle theorie que vous avez su elever A un degre de perfeetion inattendu. 

M. Bessel a mande aA M. Schumacher que vous €tes fortement occupe 
de la redaction d’un grand memoire sur les fonetions elliptiques. Ce travail 
contiendra sans doute des developpements eurieux et tr&es-Interessants de votre 
nouvelle theorie; il ne pourra manquer de vous faire beaucoup d’honneur; 
mais je vous engage de ne pas trop tarder a publier les parties essentielles 
de ce travail. Il y a des gens comme M. Gauss, qui ne se feraient pas 
serupule de vous ravir, sils ie pouvaient, le fruit de vos recherches, et de 
pretendre qu’elles sont depuis longtemps en leur possession. Pretention bien 
absurde assurement: car siM. Gauss &tait tombe sur de pareilles decouvertes 
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qui surpassent a mes yeux, tout ce qui a ete fait jusqwieci en Analyse, bien | 
sürement il se serait empresse de les publier. a8 

Veuillez, Monsieur, presenter mes civilites ä M. Bessel que je mai | 
pas l’honneur de connaitre, mais que je regarde comme lun des premiers ie, 
astronomes de l’Europe. J’ai vu dans un n”. des Astronomische Abhand- 
lungen un joli memoire de M. Bessel, oü il perfectionne la methode des 
«ometes de M. Olbers par un moyen semblable ä& celui que jai employe | 
dans le second supplement de ma methode publie en aoüt 1820. 

Jai Vhonneur d’&tre, Monsieur, Votre tres-humble serviteur 

Le Gendre. 


Je compte sur une prompte reponse, et vous prie instamment de ne 
point laffranchir A moins quil ne soit impossible de faire autrement. 


Legendre a Jacobi. 
Paris, le 11 mai 1828, 
Monsieur. 

Jai recu le 26 avril votre derniere lettre datee du 12, olı se trou- 
vent contenus les prineipes de la demonstration de votre theoreme comple£- 
mentaire, quil me tardait d’autant plus de recevoir de vous, que je n’avais 
suere esperance de trouver cette demonstration par mes propres recherches R 
comme jaurais pu faire peut-etre dans un äge moins avance oü Yon est 
capable de supporter plus aisement une grande contention d’esprit. Je vous 
avais €eerit le 14 du m&me mois pour obtenir de votre complaisance cette 
«communication qui m’interesse au plus haut degre, mais je vois par la date 
de votre lettre que c’est A la pressante sollieitation de M. Schumacher que 
vous vous &tes rendu A mes desirs, et que vous les avez en quelque sorte 
prevenus. Maintenant, Monsieur, vous apprendrez peut-etre avee quelque 


peine que depuis le 26 avril que votre lettre m’est parvenne, je mai pas 


nd ee 


ete encore en tat de me faire une juste idee de la belle methode par 
\aquelle vous &tes parvenu & deduire votre theor&me II ou compl&mentaire 
du theoreme I, dont Ja demonstration ne laisse rien ä desirer. N’en coneluez 

.. . . ” \ u © x 4 R| ® 1 4 
pas que jaie quelque objection A faire A votre methode qui sans doute est 
une nouvelle preuve de votre sagaecite; mais j’ai ete tellement malade d’un | 
catarrhe qui m’a tourmente tout l'hiver et qui s’est singulierement aggrave ' 


au printemps, que toute etude serieuse m’a ete interdite depuis une vingtaine 
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de jours, et que je suis devenu incapable d’entendre mes propres ouvrages, 
Cet etat commence cependant A s’ameliorer, et j’espere dans peu ätre en 
etat de reprendre mes oceupations ordinaires: ce sera pour moi une grande 
satisfaction de pouvoir eomprendre votre nouvelle demonstration qui sera 
la premiere chose dont je m’oceuperai. En attendant qu’/un examen appro- 
fondi me mette en etat d’apprecier toute sa valeur, je dois vous faire part 
mkK , 2m’ik' 
n N 

vous dites qu’on peut prendre pour m et m’ des nombres entiers quelcon- 


dune ou deux observations peu importantes. Ayant dtabli © = 


ques, mais qui naient aucun diviseur commun avec le nombre impair donne n. 
Il me semble que si cette restrietion avait lieu, l’&quation pour la division 
d'une fonetion elliptique en » parties ne serait plus du degre »°, ce qui a 
pourtant lieu m&me quand z» n'est pas un nombre premier. 

Seconde observation. Pour etablir le prineipe de votre demonstration 
il faut, dites-vous, reeourir aux formules analytiques concernant la multi- 
plication, donnees pour la premiere fois par M. Abel. Get aveu qui prouve 
votre eandeur, qualit@ qui s’aceorde si bien avec le vrai talent, me fait 
quelque peine; car tout en rendant justice au beau travail de M. Abel, et 
le mettant cependant fort au-dessous de vos decouvertes, je voudrais que 
la gloire de celles-ei, e’est-A-dire de leurs demonstrations, vous appartint 


4 4 


tout entiere. Mais enfin je me ceonsolerai aisement, la science n’y perd 
rien; vos demonstrations ne vous appartiennent pas moins, quelque part que 
vous en ayez pris les bases, soit dans mes ouvrages, soit dans le travail 
recent et tres-estimable de M. Abel. 

L’espace me manque pour m’etendre davantage dans une reponse 
qui n'est que provisoire. Je vous remerecierai une autre fois de la franchise 
entierement gracieuse avec laquelle vous avez satisfait a ma demande sur 
les moyens que vous aviez employes pour parvenir & de si beaux resultats. 
Votre tout devoue. 

Le Gendre. 


Legendre a Jacobi. 
Paris, le 16 juin 1828. 


Monsieur, 
Depuis le jour oü je me suis trouve en etat de vous &cerire pour 
vous faire mes remereiments au moins provisoires sur les precieux renseigne- 
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ments que vous aviez eu llobligeance de m’adresser dans votre lettre du 


12 avril dernier, ma sante s’etant progressivement amelioree, jai enfin r&eussi 
x deduire la demonstration du th&eoreme II, de eelle du theor&me I, sans avoir 
recours aux formules de M. Abel, ce qui ma entierement satisfait:; je serais 
parvenu sans doute beaucoup plus töt a ce resultat si javais pu me livrer 
ı un examen plus approfondi des differents objets contenus dans votre lettre. 
mais l'etat de souffrance ol je suis reste pendant longtemps m’avait rendu 
incapable de tout travail et m aurait m&me empeäche d’entendre mes propres 
ouvrages. Maintenant, Monsieur, je me propose de r&diger un me&moire qui 
eontiendra la demonstration de vos deux theor&mes et quelques accessoires, 
en me conformant aux principes de votre theorie, et rendant d’ailleurs toute 
la justice que je dois au merite de vos decouvertes que personne ne sait 
et ne saura jamals mieux apprecier que moi. Üe memoire est destine A 
paraitre dans le recuetil des memoires de notre academie, mais il ne pourra 
pas etre imprime de sitöt, et vons aurez sans doute le temps de faire pa- 
raitre bien ä Vavance la suite de vos savantes recherches, soit dans le 
Journal de M. Schumacher, soit dans tout autre recueil destinde aux sciences. 
Je mai pu que toucher tres-l&egerement dans ma derniere lettre ce 
que jJavais A vous dire sur la communication pleine de franchise que vous 
mavez faite de la filiation des idees qui vous ont conduit A vos belles de- 
couvertes sur les fonetions elliptiques, je vois que nous avons couru tous 
deux des dangers, vous en annongant des decouvertes qui n’etaient pas encore 
revetues du sceau dune demonstration rigoureuse, et moi en leur donnant 
publiquement et sans restrietion mon approbation tout entiere. Nous mavons 
pas a nous repentir ni lun ni lautre de ce que nous avons fait. D’ailleurs 
nous avions chacun nos raisons de nous conduire ainsi: je ne dirai rien 
des vötres, quant A moi je voyais tres-clairement que des re&sultats tels 
gue ceux que vous aviez obtenus, ne pouvaient &tre Veffet ni du hasard, 
ni dune induetion trompeuse, mais bien d’une theorie profonde et appuvee 
sur la nature des choses, d’ailleurs il m’avait et& facile au moven de mes 
tables et avec tres-peu de calcul de verifier vos resultats pour le cas du 
nombre 7, et apres les avoir trouves exacts jusqu’ä einq ou six deeimales. 
il ne me restait aucun doute sur l’exactitude rigoureuse de la formule. 
Vous avez eu la bonte dans votre derniere lettre et dans les prece- 
dentes de me re&duire & des expressions plus simples quelques-uns des beaux 
resultats de M. Abel. Je trouve comme vous que ces resultats, qui sont 
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fort interessants, ont ete presentes par leur jeune et ingenieux auteur, d’une 
maniere fort methodique, mais un peu embrouilldee; je ne vois pas par 
exemple, pourquoi il s’est si fort appesanti sur les proprietes des fonetions 
quil designe par f et F; sans doute il aurait pu atteindre son but sans le 
secours de ces fonetions. Au reste je pense que dans la suite de vos publi- 
eations vous presenterez A votre maniere les belles formules de M. Abel, 
et que vous donnerez A son travail plus de preeision sans qu'il perde rien 
de son elegance ni de sa generalite. 

Agreez, Monsieur, les sentiments d’estime et d’attachement que jrai 
voues pour toujours & votre talent et A votre caractere. 


Le Gendre. 


P. S. II serait possible que je fasse bientöt un voyage de 2 mois 
dans le midi de la France pour retablir ma sante. Dans ce cas il ne 
faudrait pas vous etonner si une lettre que vous pourriez m’adresser dans 
cet intervalle, restera assez longtemps sans r&eponse, parce que je n’en aurais 
comnaissance qua mon retour. 


Jacobi a Legendre. 


Koenigsberg, le 9 septembre 1828. 

Monsieur, 

La lettre dans laquelle vous m’aviez mande votre maladie de V’hiver 
passe m’a cause de grandes peines, et j’ai attendu avec la plus vive in- 
quietude la nouvelle de lamelioration de votre sante qui m’est enfin par- 
venue. L/avis que vous avez voulu me donner en m&me temps de votre 
depart pour le midi de la France a cause le retard de ma reponse. Fasse 
le eiel que ce voyage vous ait entierement satisfait! 

Ma derniere lettre a et€ eerite un peu A la häte: sans cela je n’aurais 
pas eru que Yon doit supposer connues les formules de multiplieation pour 
la demonstration du theor&me complementaire. Aussi il avait did trouve 
et communique A vous sans la connaissance de celles-ei. En effet. 


1 qj 


Pr ” fi Y a N ” „f 
’equation — gr 7; montre que 2 depend de la m&@me maniere de 4 que 4 


de z; doü il suit quen appliquant au module A la m&me transformation 





qu 
IT 


de 
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qui sert & parvenir du module z’ au module 4, il faut retomber sur le 
module 2. 

Vous aurez recu sans doute deux Me&moires de M. Abel, Yun insere 
dans le Journal de M. Crelle, Vautre dans les Nowvelles Astronomiques de 
M. Schumacher. Vous y aurez vu que M. Abel a trouv& de son eöte la 
theorie generale de la Transformation, dans la publication de laquelle je 
l’ai prevenu de six mois. Le second M&moire, insere dans le Reeueil de 
M. Schumacher, n°. 138, eontient une deduction vigoureuse des theor&mes de 
transformation, dont le defaut s’etait fait sentir dans mes annoneces sur le 
meme objet. Elle est au-dessus de mes elozes comme elle est au-dessus 
de mes propres travaux. 

Dans le m&eme eahier du Journal de M. Crelle (3. vol., 2. cah.) ot se 
trouvent les premiers travaux de M. Abel sur la transformation, javais fait 
inserer la remarque que toutes les transformations attachees au nomhre n 
sont au nombre »-+1, lorsque » est premier, et que l'on trouvait tous 
les modules transformes qui sy rapportent' en mettant, dans la formule 


4 4 4 
-— Mayo tygöt. 5," EEE, en 
ya i 7 5 ! > . = | ‚. g’ et yg au lieu de q, yq ayant » valeurs diffe- 
r-greg Tr Tr 


rentes. M. Abel verra done que les transformations imaginaires ne m £taient 
pas €chappees. Que » soit premier ou non, le nombre des transformations 


(4 


sera en general Egal A la somme des facteurs de »; on trouve tous les 
modules transformes en mettant yq” au lieu de g, aa’ etant = n. Üette 
theorie est complete de sorte qu'on ne saura y ajouter. Toutes les racines 
des equations modulaires se trouvent par la developpees dans des series 
dune ele 


sance et d'une eonvergence sans exemple dans !’Analyse. Je 
remarque encore que, » &tant un nombre carre, on aura une seule fois 
a=a; done un seul des modules transformes sera dans ce cas egal A celui 
dot Von est parti, ee qui fournit la multiplieation. 

Vous ne m’avez dit dans deux de vos lettres pas un seul mot sur 
ces series remarquables sommees par les Fonctions Elliptiques, dans les- 
quelles les exposants suivent la loi des nombres carres, et dont celle-ei: 

/&H _ 1420-4220 +20" +2g0°-+.-- me parait ätre TV les resultats 
. rZgräg+tägtäg +äg”r:- me parait etre Lun des resultats 
les plus brillants de toute la theorie. Tout ce qui regarde la d&composition 
des nombres en nombres carres devient, par ces series, du ressort des Fonc- 
tions Elliptiques. Les developpements de celles-ci me donnent, par exemple: 
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2K\’ 8q 169° | 24g° 323g‘ 

a N ... 
(—) it tet 
Ss 84°’ 8° Sg! 
’ tete 
Ad)’ 7 Ad+q’ 


= 148 dy (p)(@ + HH HF +3? +), 


"Re 


p €tant un nombre impair queleonque, et g(p) la somme des facteurs de p. 
Comme dans cette serie il ne manque aucune puissance de gq et qu’on a 
en meme temps 


TE ik 
=) = (142g+2g’+2+2g°4--)' 


Il suit comme corollaire de cette formule le fameux theore&me de Fermat, 
que chaque nombre est la somme de quatre carres. Les theoremes rela- 
tifs aux nombres qui sont la somme de deux carres decoulent de la for- 
mule suivante: 


2K \2 dq 4g° 
m + > > ...—— 
e- (] 24T +24’ -+ 2g + 2q” + ’ =1+ ig Bu er u Bere 1—g 


4q 4g’ Y 4° Ag" = Ag“ 4g°' 
I—q i+g@ 1-14 "1 RP" Zug 


1 4q’ 4q’ ! 
7 RER 


1+ 


Parmi d’autres formules, je trouve encore la suivante, diene de vous 
etre communiquee: 
(q BR q” —q’”’ L Hg" EN 2 Hr) 
— g—3gqg Dee RR iq” +9 II 11"... 
dont vous saisirez aisement la loi. Elle resulte de la transformation attachde 
au nombre 5. 
Ne vous fait-il pas de plaisir, Monsieur, de voir se rapprocher Vune 
a lautre deux theories si heterogenes en apparence et qui se datent en 
quelque sorte de vos travaux? 
Je vais ajouter quelques remarques isolees telles qu’elles se pre- 
sentent a mon esprit. Kappelons la formule donnde dans ma derniere lettre: 


4 ng 4 4 
2 in ım 2Kzx 2y q sinz—2] g’sın 3x 4 2] gg’ ’ 5 ndr — 2y g“ ’sin x >: 
yzsiılla == ; 
' n | — 240822 + 24’ cosdx — 2g’ eos6r + a Franz 


Il ma paru diimportance de pouvoir exprimer A part le numerateur 
et le denominateur de cette expression au moyen des Fonctions Elliptiques, 
ce qui nest pas facile. 
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. y ® Yy y® 1 r 2Kx 
En me servant de vos signes et mettant FT au lieu deK, g=am 
TT 



























/ u, 2Kx . Po . Y 
et par consequent — -=F, je trouve I, 
1— 2g c0s2x + 2g' cos4z — 2g’c0862 +24" 00882 —-- ;); 


FE-E'F 
Yu’ F' F'A (p) 


nen f e 
gt 


dgy 


lintegrale etant prise depuis 0 jusqua @. 
L’un de vos plus beaux theoremes est que l’expression 
u 7 ar "IN 
“sin AcosAJ(A)sın gdgy ER nn 
N; nu, un BUN RE TE a U 


J Ad—x’sin’Asin’g)A(p) F' 


7 
| 
Fl 


ne change pas de valeur si Von &ehange entre eux les angles p et A 


, . 2Ka 2Kx . , f f' 
Or etant mis A= am —;, p=am——, je la trouve @gale ä ’ 


OR Lana Ban Slam +2g_ eosd(—e) — 24’ c086 (2 — «) + 2g ’cosS(z — a) — 22 
- PLI— 296082 (2 + @) + 2g'cos4(z + a) — 2g’cos6(z + «) -+2g "cos8(r + a) — 
formule symetrique en x et @. Diailleurs elle montre que les Fonctions 
Elliptiques de troisieme espece dans lesquelles entrent trois variables se ramenent 
a dautres transcendantes qui nen ont que deux, decouverte qui vous in- 
teressera beaucoup. | 

Mes recherches seront rassemblees dans un petit Ouvrage d’environ 
200 pages in 4’ qui sera imprime a part et dont limpression vient d’etre 
ecommeneee. Il aura pour titre: Fundamenta nova Theoriae Functionum 
Ellipticarum. Peut-etre je serai assez heureux de vous le presenter moi-m&me. 

I! faut avouer, Monsieur, que je suis un peu fatigud de la matiere, 
qui ma oceupe pendant dix-huit mois presque jour et muit. Üependant 
la fin de mon Ouvrage ne doit pas &tre celle de mes recherches; il en 
reste encore dune grande importance, mais aussi d’une grande diffieulte. 
Je vous prie instamment de me donner des nouvelles de vous et surtout 
de votre sante. Vous pourriez compter sur une prompte reponse. 

Votre tres-humble et tr&s-devoue. 
0.-@.-J. Jacobi. 

M. Bessel vous rend gräce de vos eivilites; je vous prie den faire 
de ma part a M. Cauchy, dont j ai toujours estime de preference les &erits 
ingenieux et d’une rare subtilite. Les formules analytiques qui renferment 
le theoreme de Fermat ne seront pas sans interet pour ce Geometre, qui 
a tant de merite dans cette partie de la theorie des Nombres. 
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Legendre a Jacobi. 


Paris, le 15 octobre 1828. 


Je vous envoie, Monsieur, un premier suppläment A mon traitd, 
contenant vos deux theoremes generaux sur la transformation de la fonetion 
elliptique de premiere espece. Ce quil y aura de bon dans ce supplement 
vous appartient; je ne suis en quelque sorte que votre commentateur, parfois 
long et diffus, parce quil faut plus de developpements dans un traitd que 
dans un memoire. Dfailleurs je me suis complu dans lY’&numeration des 
beaux resultats d’analyse qu'on etait loin de soupeonner avant que vous 
les eussiez fait connaitre. Le eelebre astronome Plana de Turin, qui est 
en meme temps un geometre tres-distingue, vient de rendre hommage A vos 
decouvertes dans un eerit ou il fait des efforts pour parvenir methodique- 
ment a vos theoremes. Sl na pas tres-bien r&ussi, c'est une preuve de 
plus de la diffieulte que vous avez trouv& le moyen de surmonter. 

Le voyage que je projetais na pas eu lieu. Je suis reste et jai 
profite d’un intervalle de quelques mois olı ma sante s’est un peu ameliorde 
pour travailler a mon supplement. Jy ai employe le peu de forces qui 
me restent: car deja mon catarrhe menace de me ressaisir et je pourrais 
bientöt &tre hors d’etat de m’oceuper d’un second supplement. Au reste le 
monde savant n’y perdra rien et je puis me reposer sur le zele de deux 
athletes infatigables tels que vous et M. Abel. Ce dernier a publie dans 
le Journal de M. Crelle la suite de son beau me&moire ol entr'autres choses 
fort interessantes on trouve la demonstration de votre theoreme g«endral de 
transformation. Demonstration que vous avez la modestie de placer au- 
dessus de la vötre. Il a ensuite publie dans le Journal de M. Schumacher 
dautres recherches ot il montre beaucoup de profondeur et de sagacitc. 


» yı7n ur we \ .. y. xr 0 1" 3 + \ oc y r f 27 « min ye\ + r N ‘ ar . 1 h 
Pou vous, Monsieur, vous n etes Das rveste en arriere et vous Aavez continue 


de publier dans ces deux recueils un grand nombre de resultats nouveaux 
qui doivent interesser au plus haut degre les analystes, surtout lorsque vous 


en aurez fait connaitre les demonstrations. 

Votre lettre du 9 septembre m’apprend dautres partieularites sur vos 
travaux. Jy ai vu surtout avec un grand plaisir, que vous avez commenee 
|impression dun ouvrage in 4' de 200 pages qui sera intitul&E Fundamenta 
nova theoriae etc. Je serai doublement satisfait si je puis recevoir cet 
ouvrage de votre main, comme vous me le faites esperer, et il me sera 
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bien agreable de voir, de mes yeux, Yun des deux jeunes geometres qui 
par leurs decouvertes ont contribue le plus & perfectionner mes travaux. 

Jinduis de vos expressions que la composition de votre ouvrage est 
terminee, et qu'ainsi nous pourrons en jouir bientöt. Il me sera tres-utile 
pour y prendre la matiere de deux ou trois supplements que je voudrais 
joindre a mon traiteE pour le mettre au courant de vos nouvelles decou- 
vertes. Je commencerais ainsi un 3° volume qui ne serait pas inferieur 
aux deux autres; et comme vous traiterez sans doute de la plupart des 
objets dont M. Abel s’est occupe, votre ouvrage me dispensera de recourir 
a ceux de M. Abel, dont la maniere quoique tres-methodique,. me parait 
ditfieile A saisir. Je nm’aime point ses fonctions f et F, et je pense que 
dans vos explications, dont vous mavez deja donne un €chantillon, vous 
trouverez moyen de vous en passer. 

Japplaudis & la theorie que vous donnez de l’equation modulaire 
et que vous regardez comme complete; jy applaudirai encore mieux quand 
je connaitrai vos d@emonstrations. C'est un grand point Ad mes yeux davoir 
prouve que pour le nombre premier p, l’&quation modulaire est toujours du 
degre p+1. Vous donnez par des series tres-@l&gantes les racines de cette 
equation dont deux seulement sont reelles. Celles-ci sont le module % qui 
suit le module donne k et le module %, qui le precede, en sorte que trois 
termes eonsecutifs de l’echelle sont k,. #, h. ‚Jen conclus que si on se 
servait de l’@quation modulaire pour calculer les autres termes de l’Echelle. 
l’equation A resoudre pour passer d’un terme au suivant, ne serait que du 
degre p. Il reste & examiner si les auxiliaires «, et P, qui entrent dans 
les formules de vos deux theoremes peuvent €tre determines par les termes 
connus de l’echelle, comme cela a lieu pour le cas de p=5, ou si elles 
exigent la resolution d’une equation, et quel est le degre deduit de cette 
equation. M. Abel dit quelle est du degr&e p+1 (sans supposer connus les 
termes de T'echelle), mais cela n’est pas encore demontre et c'est un point 
quil faudrait Eclaireir pour la perfection de votre theorie. 

Si jai garde le silence jusqwici sur les belles series en fonctions de 
q que vous etes parvenu & sommer et qui seront un des plus beaux orme- 
ments de votre ouvrage c'est que jattendais que vous en donnassiez la de- 
monstration. Du reste je les regarde comme un nouveau titre que vous 
avez acquis & lestime des savants et il en est de m&me de vos nouvelles 
fonetions Ox et Hx, avec lesquelles vous avez reussi A exprimer tres- 
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simplement une fonetion de la 3me espece qui se rapporte A lespece de 
parametre que j’ai nomme logarithmigue. Il vous sera sans doute Egalement 
facile d’exprimer semblablement la fonetion qui se rapporte au parametre 
cireulaire; vous avez decouvert en tout cela une nouvelle mine fort in- 


teressante A exploiter et qui mene A un grand nombre de resultats eurieux. 
Remarquons eependant que la theorie des transformations dojt son Elegance 


et on peut dire sa perfeetion. A ce quelle est independante des series et 
que tout s’y determine algebriquement. 

Je remarque au surplus que votre possession A vous et aM. Abel 
est maintenant bien assurde. L’envahisseur M. @.... ne savisera point, je 
pense, d’eerire qu'il avait trouve tout cela longtemps avant vous, car sl 
disait pareille chose, il se ferait moquer de lui. 

Jai vu que vous aviez acquis le titre de Professeur dans votre 
universite: je vous en fais mon eompliment bien sincere; car rien de ce 


qui touche & votre avancement et A vos succes ne saurait m’etre indifferent. 
Votre devoue serviteur 


Le Gendre. 


Jacobi a Legendre. 
Koenigsberg, le 15 janvier 152%. 
Monsieur, 

I! faut que vous soyez assez fäche de moi A cause du grand retard 
de ma reponse A votre derniere lettre, et je ne saurai A peine m’excuser 
si ce n'est que jai voulu finir, avant de vous repondre, plusieurs travaux 
tres-diffieiles sur les Fonetions Elliptiques, pour pouvoir vous en mander 
les resultats. Je ne veux vous parler a present que du Probleme le plus 
important de ceux que je suis parvenu Aa resoudre dans ces derniers temps: 
c'est la resolution algebrique et generale de Vequation du degre »’, de la- 
quelle depend la division de la Fonetion Elliptique en n» parties &gales. 
Je vous prie,. Monsieur. de me permettre d’entrer la-dessus dans un 
erand detail. 

Apres que vous aviez r&esolu le premier l’&quation du neuvieme degre£., 
de laquelle depend la triseetion des Fonetions Elliptiques, nous remarquämes 
en me&me temps, M. Abel et moi, que l’on peut generalement r&eduire Y’equa- 


tion algebrique du degre »', de laquelle depend la „i“me section, A deux 
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equations du nicme degre seulement. Ce resultat etait une consequence de 


la remarque que j’avais faite que Von peut parvenir a la multiplication en 
appliquant A la Fonction Elliptique deux transformations Tune apres lautre. 
En lisant avec attention le premier Memoire de M. Abel sur les Fonctions 
Elliptiques, on reconnait aisement qwil a effectivement suivi la m&@me route 
sans cependant soupgonner, lors du temps quil composa son Memoire, que 
c'etait le medium des transformations par lequel il passa. Soit 3=sinam(zu 
-— sinam(«), n etant un nombre impair quelconque, si Von a 


b’y + by’-h... 4600 yr 


\ . > h E. b"y‘ u bIr—1) yr m 

> + a"2’ +. Lama 
Ge) Bw | ; 
| J a+ a” z’+ ... + a) gr-! 


y etant le sinus amplitude de la fonetion transformee, il faut, d’apres ce que 
je viens de dire, pour avoir x en z, exprimer en premier lieu x en y, en 
resolvant algebriquement Ye&quation (2.); puis, en resolvant encore V’&quation 
1.), il faut exprimer par z toutes les fonetions de y qui se trouveront sous 
les radieaux. Or comme on a toujours plusieurs transformations qui re- 
pondent A un m&eme nombre », on trouvera de cette maniere differentes for- 
mules algebriques pour la ni“me seetion d’apres les differentes transformations 
par lesquelles on est passe & la multiplication. On pouvait cependant soup- 
conner quil y avait une maniere d’exprimer x en z plus simple et qui 
netait qu’unique. J'ai fait conmnaitre cette forme la plus simple sous la- 
quelle on peut presenter les expressions algebriques pour la nitme section 
dans une petite Addition faite au premier Memoire de M. Abel sur les 
Fonctions Elliptiques, et laquelle se trouve dans le 3° vol. du Journal de 
M. Crelle. Elle est fondee sur une formule tres -remarquable, et dont je 
veux vous parler en peu de mots. 

Partons des deux formules connues pour la transformation des Fonc- 
üons Elliptiques, qui donnent ensemble la multiplieation: 





. in um ( EN 
-n Ri ur „65 
N \a nam 7 4) 
TAB | AKN, u / An —1)K\ 
I-. sınam(®) + sinam(u+-)+ + sinam(u+ rs 9 
7 [ 
ınıM . ‚ 
\ .— -sinam (zu 
4 
2.) | 
Ba Ya Zr N u  Aln—1)ik’ „\ 
== sinam( ‚k) sınam +... +sinam( / 
a et Bi 


nM ' A nM du & 
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i etant y—l. Au moyen de l’&quation (1.) on tire de la formule (2.) celle 
qui suit: 
Qt. m -+- m’i K"\ 


TIROER. 
_Ssmnam\ a — J: 


(3.) »sinam(nu) = - 


en donnant A m, m’ les valeurs 0. 1. 2, .... n—1. Üette dermiere formule 
a ete deja donnee par M. Abel. 

Dans le cas de » premier, le seul que nous considerons pour plus de 
simplieite, on a »-+1 formules analogues & la formule (1.) et qui repondent 
aux diverses transformations du module > attachees au nombre ». HKlles 
sont eontenues toutes sous la formule generale: 


. ‚u 
smam \ 


1 h 
A „M M:") 


— sinam (v)-+sinam(»+40)+ + +sinam(»+4(2—1)w), 
o ayant une des n+1 valeurs suivantes: 
K ik ik’ 2K ih ,4K ik! |, 2(n—1)K 


n n n n n n n n 


et les quantites A, M etant determindes de la möme maniere, par w, qu'elles 


ww, u , K 1 2, 7 Y y A 
sont determinees par —- dans la formule (1... Nommons les valeurs de A, 


M qui repondent A ces differentes valeurs de w: 


- 


“ hi }n. Ör. a a: M, M.. M,. M,. eo 0.0 0% M,. 


si Von ajoute ensemble les »+1 quantites suivantes: 


. A 
sınamı\ W' b 


- 


«M 


bi 


; u ; ) m. um ( u ; ) 
sınam ‚Al ——- Bi tn)» 
«Mm \m’"VUt %M, M, 


ee 
. 


Aula ( u 1.) 
sinam( -—-. 4), 
=M, M, 
en substituant pour chacune sa valeur tiree de l’&quation generale (4.), 
on tTOuve: 


| — sin um ( Ei a ya .“ in um ( ni ) Meet In inam ( u ) 
Sı { “ v a — NS ı “ w un S < . “n 
Ti I NETT TE” M, 
5.) | ' ü Er. ‚ 4mkK-+4m'iK' 
” | — nsinam (u)+ I sinam (#+ nn —) 


\ = nsinam (wa) +nsinam (nu). 


En effet, on voit aisement quwil se trouve dans la somme dont on 
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4m K + Am ’i er) 


inam (1 + 
n 


parle tous les termes de l’expression et qwils 


ne s’y trouvent quune seule fois, excepte seulement le terme sinam x), aui d 
s’y trouve »+1 fois. De l’equation (5.) on tire celle qui suit: 


‚sinam (%) 
2 u 4 u } u 
6.) \ sinam( .)  " sinam( 1)++ - sinam ( ? ) nsinam! 
OD. $ e)+ sın: .. 1 sınz „An Jnsınami nn 
a «M M'/"xM, \M,’" «M, M, Ä 


n 


U'est la formule remarquable dont jai parle, et qui est de la plus 
orande importance dans la theorie de la division des Fonctions Elliptiques. 
En effet, lorsqwil siagit d’exprimer sinam (») par sinam(»x), on n’a plus 
i ; . | sc ° u ü \ . 2:2 
qua expriımer par sınamıza les quantıtes sin am( y Ay). ce qui se Talt par i 
4 p 
la resolution d’equations algebriques du nme degre seulement. Je vais 
rapporter & present les expressions algebriques et generales des racines de 
ees dernieres. 


u 


Soit toujours sinamıza, =z et designons par Pinu,w) Vexpression 
suivante: 

Dinu,w) = (1-z'sin’ am4w.z‘)(1—z sin’am Sw.3')...(1—x’sin’am2 (»—1)w.z’); 
nommons de plus A” Vexpression suivante: 


f p) &D(4p W, w «D nu, (W 
ey Dinu-+-4Apw, w) 
je dis quon a 


An un u 7 \ 
S c 1} . ” 
| »M PERL \M / 
m. j a ‚ } . \ o ’ . y [2 
(be, \ = sinam(nu) + sınam(2u+ 4w)y A -+sinam (nu+8o)yA’+--- 
n 
+ sinam (nu +4(n—1)w)yA"). 


Les quantites A” seront de la forme P+Qy(1-3°)(1-x’3’), Pet 
etant des fonetions rationnelles de 2. 

Voiei une formule entierement nouvelle pour la transformation des 
Fonetions Elliptiques, et laquelle ne pourra &tre deduite d’aucune facon des 
formules eonnues jusquwiei, quoiqu’une fois trouvee, on peut la eerifier par 
les premiers elements de la theorie des Fonetions Elliptiques, et m&me sans 
supposer connues les formules de transformation ordinaires. La decouverte 
de cette formule m’a coüte beaucoup de peine, et c’est peut-etre pourquoi 
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je voudrais Ja eompter pour le resultat le plus important de tout ce que 
jai trouve jusqwici. 

Les formules (6.) et (7.) donnent aussitöt les formules algebriques 
et generales pour exprimer sinam(x) par sinam (zu). Nommons pour cet 
effet w, @,, ©, ..., ©, les differentes valeurs de » qui repondent aux difie- 
rents modules transformes A, A, A, ..., A,, et soit A une expression qui 
depend de la meme maniere de w, que A" depend de w, on trouve 
»sınam (a 


— sinam(nu) 


N _ E n 
+sinam (nu--4w )y A’-+sinam (nu+8w )yA"+ + sinam (nu+4(n—1)w )y A") 
+sinam (»u+40,) yA,+sinam (nu+8w,)yA, ++ sinam (nu+4(n—1)w,) y Al") 


-+-sinam (na+4w,)y A,+sinam (nu+8w,) yA; + --- + sinam (nu+4(n—1)w;)y Al 
YA: 2) yAr YA 


un r- . * . . . 5 . * . * [ . . . D . . ” . . . » . . . 


di 


+sinam (nu-+4w,)yA,+sinam (na+8w,)yA,-+ + sinam (»u+4(2—1)w,)yAU". 


Uest l’expression algebrique pour la nme section des Foncetions 
Klliptiques, laquelle est composde, comme on voit, de ("+1)r—1)=n’—1 


n'emes racines; les quantites qui se trouvent sous les radieaux sont toutes 
de la torme P+Qy(1—zr)(1—-#2°), P et Q etant des fonctions rationnelles 
de z. Vous trouverez ce resultat parmi d’autres dans le Journal de M. 
Crelle; du nombre de ces derniers sont les formules generales pour la trans- 
formation des Fonctions Elliptiques de la seconde et de la troisieme espece. Les 
limites d’une lettre ne me permettent pas (d’entrer dans ce moment dans un 
plus grand detail. Je vous entretiendrai une autre fois de la maniere dont 
je suis parvenu & la formule (7.), laquelle pourra paraitre assez &trangere, 
comme elle est fondee sur la consideration des series et surtout sur les 
proprietes remarquables de mes nouveaux transcendants H, ©, au moyen 
desquels on peut exprimer rationnellement tous les radicaux. Ainsi, par 


A 
exemple, w etant = a, oma 
TE 4pK vF'E—E!' 
| IHKNIO[nu+ ! ) 'FE EF% 
.—  ; mn u 2 K Jo FA ap | | 
yA'r! = og ‚ u) etant V —e £ ‚ y=amiu). 
4pKN\ i 
a )9 m) 
vn 


Cependant, comme je lai dit, on peut aussi verifier la formule (7.) 
en quantites finies. 
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A cause de l’extension inattendue quw'ont prise mes travaux, je par- 
tagerai mon Ouvrage en deux Parties, dont la premiere sera publide dans 
trois mois environ: je vous en ferai hommage des que son impression sera 


achevee. Dans des Notes et des Additions jointes & la premiere Partie, E 
jexposerai ce qui est partieulier a M. Abel, en rapprochant les methodes E% 


de cet Auteur de celles dont j’ai fait usage moi-mäme. 
Il faut vous rendre eneore mille oräces pour l’envoi de votre premier 


ben) 


Supplement: tout ce awil contient vous appartient sous tant de titres uue 
ce m’est que votre bonte qui m’y a fait prendre tant de part. Üest encore 
a vous, Monsieur, que je suis redevable de la place de Professeur dont 
vous etes assez obligeant de me felieiter. Une gazette de Berlin ayant 
fait mention de la communication que vous avez faite A votre Academie de 
mes travaux, l’autorite de votre nom a &t@ la cause aue le Ministre m’a place. 

Vous m’avez donnd de grandes inquietudes sur votre sante dans 
votre derniere lettre; il faut que vous men arrachiez sitöt awil vous soit 
possible: je vous en prie instamment, | 

Ce serait trop me punir pour le retard de ma reponse par un retard 
de votre eöte; c'est la division des Fonetions Elliptiques awil faut accuser 
la-dessus. 

Votre entierement devoue serviteur, 
U.-4r.-J. Jacobi. 


Je vous prie, Monsieur, de faire parvenir la lettre ei-adjointe au ce£- 
lebre orientaliste M. Klaproth: veuwillez me pardonner si j’ose vous faire 
tant de peine. 


Legendre 4 Jacobi. 
Paris, le 9 fevrier 1829, 


Monsieur, 


Votre lettre du 18 janvier que jiai recu le 30 m’a fait beaucoup de 
plaisir; Vinteröt de cette eorrespondance va toujours en augmentant par le 
nombre et l’importance des decouvertes dont vous me donnez communication. 
Je ne puis lire qu’avee peine les formules, parce que l’espace vous manque 
32 * 
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et le temps peut-etre, pour bien former les caracteres, mais ce que j'y puis 
apercevoir me donne la plus haute idee des beaux resultats auxquels vous 
tes parvenu pour la division des fonetions en » parties. Je n’aurais jamais 
imagine quil füt possible de resoudre ainsi explicitement une &quation du 
degre »n, et de former d’une maniere praticable les differents termes de la 
formule. U’est un grand tour de force qui vous fera infiniment d’honnenr., 
et il me tarde de recevoir louvrage ol vous donnerez des developpements 
assez etendus sur cette deeouverte, pour que jen puisse faire mon profit 
et linserer dans mes supplements, apres que je Taurai moi-meme suffi- 
samment comprise. 

De son eöte M. Abel publie d’une maniere assez suivie des m&@moires 
qui sont de veritables chefs-d’oeuvre, et comme il ma pas A sa disposition 
les moyens de faire imprimer l'ensemble de ses recherches, cette raison le 
determine & developper davantage ce quil publie dans les journaux de 
Mrs. Crelle et Schumacher. Il obtient ainsi sur vous une sorte d’avantage, 
parce que vous navez guere publie jusqu’a present que des notices qui ne 
font pas connaitre vos methodes. Ü’est une raison pour que vous vous 
hätiez de prendre possession de ce qui vous appartient en faisant paraitre 
votre ouvrage le plus töt quil vous sera possible. 

La question de la »-section des fonctions elliptiques, abstraction 
faite des formules de solution dont vous avez fait la decouverte, se reduit 
pour moi aux deux equations du degre n que fournissent les deux theoremes 
de transformation, et de plus aux equations necessaires pour diviser en n 
parties egales les deux fonetions completes Fk, F'h, oü je designe par h 
le module qui suit k, dans l’eEchelle rapportce au nombre n. (es dernieres 
equations pour determiner les fonetions trigonometriques des amplitudes «,, 
P,, sont un objet que vous ne me paraissez pas encore avoir traite d’une ma- 
niere satisfaisante ni vous ni M. Abel: cependant elles fournissent les eon- 
stantes qui entrent dans les eoeffieients de vos &quations, et par suite dans 
les resultats definitifs. Comment done trouve-t-on les constantes? Vous 
avez annonce que pour passer du module denne k au module transforme A 
il faut resoudre ce que vous appelez Y&quation des modules que vous dites 
etre du degre »-+1 et dont vous avez meme donne les racines. Mais cette 
assertion ne me semble pas encore etablie d’une maniere tout A fait ri- 


goureuse; et ıl reste tomjours A trouver quel est le degr& des @quations A 
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resoudre pour determiner les constantes dont jıai parle. Pour la valeur par- 
tieuliere a —=5, les constantes dont il sagit se deduisent simplement de la 
yaleur de Ah, sans exiger la resolution d’aucune &quation composee: mais il 
n’en est pas probablement de m&me dans tous les cas, et vous m’obligeriez 
beaucoup, Monsieur, de me dire ce que vous savez au moins en partie, sur 
la solution de cette diffieulte. — Vous lavez resolu sürement, sans quoi votre 
formule generale de solution, contiendrait des coefficients que vous ne pourriez 
determiner. 

Je repeterai volontiers que cette formule telle que vous Vannoncez 
est la plus belle chose que je connaisse dans lanalyse. M. Abel en avait 
annonce une semblable de son cöte, mais sa formule est representee d’une 
maniere bien vague, elle nexiste en quelque sorte quidealement, tandis que 
vous lui avez donne une existence reelle et palpable, dans tout son de- 
veloppement. 

In admirant ces belles formules de solution dites algebriques, «est 
a dire composees de radieaux du degre r, imposes sur des quantites en 
partie reelies et en partie imaginaires, les savants reconnaitront que vous 
avez beaucoup generalise les solutions analogues quont donnees Gauss et 
Vandermonde des Equations A deux termes, ou plutöt des equations auxiliaires 
dont elles dependent. — Nous eonviendrons tous ensuite que ces formules, 
si belles en theorie, ne sont d’aucune utilit@ en pratique pour les solutions 
effectives. Car independamment de la grande diffieulte d’evaluer chaque 
radical en particulier du degre », il se presente une autre difheulte a peu 
pres insurmontable, qui est de savoir laquelle des » valeurs de chaque ra- 
dieal, devra &re combinee avec les valeurs des autres. M. Gauss a laisse 
eette theorie fort imparfaite en ne donnant aucune reponse A cette question, 
qui deviendra bien plus difficile encore A resoudre pour vos a —1 radieaux. 

L’espace ne me permet plus que de vous parler suceinetement de 
deux choses. J’ai reecu de M. Abel une lettre fort interessante, ol il me 
parle d’une grande extension quil a donnee A ses recherches en prouyant 
que des proprietes analogues A celles des Fonetions Elliptiques peuvent 
S'appliquer & des transcendantes beaucoup plus composees. Ü’est une grande 
generalisation de la belle integrale d’Euler. On trouve un tres-bel Echan- 
tilon de ces nouvelles recherches dans le 4° cahier T. III du Journal de 
M. Crelle pag. 315. — En second lieu il m’assure €tre en possession d’une 
methode par laquelle il peut resoudre algebriguement toute &quation donnee 
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ui satisfait aux conditions necessaires pour re ainsi resolue. Il s’ensuit 
aue la solution generale est impossible passe le 4° degre. 
Adieu, Monsieur, recevez l’assurance de mon tr&s-sineere attachement. 


Le Gendre. 
























Jacobi a Legendre. 


Koenigsberg, le 14 mars 1829 


Monsieur. 


Je vous remercie mille fois de votre lettre du 9 fevrier, et, eomme 
vous m'y proposez diverses questions, je veux chercher A y repondre. Vous 
supposez que jai trouve des moyens A exprimer alg&briquement les fonetions 
trigonometriques des amplitudes que vous designez par «,, en ajoutant que 
sans eela ma formule eontiendrait des coefficients que je ne pourrai deter- 
miner. Mais, Monsieur, ce que vous desirez est une chose tout a fait im- 
possible dans le cas general, et qui ne s’ex&cute que pour des valeurs spe- 
ciales du module. 

Ma tormule qui donne Vrexpression algebrique de sinam(») au moyen 
de sinam(rw) suppose connue la seetion de la fonetion entiere. Ü’est ainsi 
quon savait resoudre algebriquement depuis plus d’un sieele les &quations 
qui se rapportent A la division d’un are de cercle, toutefois en supposant 
connue celle de la eirconference entiere, cette derniere n’etant donnde ge- 
neralement que dans ces derniers temps par les travaux de M. Gauss. 

M. Abel a traite, dans son premier Memoire sur les Fonctions Ellip- 
tiques, le Probleme en question pour la premiere fois d’une maniere gene- 
rale; il a montre quwil est toujours possible de reduire la division de la 
fonetion indefinie A celle de la fonetion entiere; ensuite il a montre que 


r . .) . a —1 « 7 1 a . , . x 
lequation du degre —,—-, de laquelle depend cette derniere se r&duit & une 


, . , n —1 . . [2 u . 

equation du degre - 5 dont les coeffieients dependent d’une autre dquation 
du degre n+1, » etant premier. En effet, l’equation du degre n’ entre 
sinam(w) et sinam(zu) a pour racines les »’ expressions eontenues sous la 


5 \ 2m K -+-2 im’ K' ıp 
forme sin am (u+ _— +), ou Von donne A m, m’ les valeurs 0, 1, 
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23... ir 


En supposant «= 0, une racine devenant sinam(z) = 0 et les 
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autres devenant egales deux & deux, mais de signes opposcs, l’expression 
2m K-+Rim’K' 


sin’am( u ) ne depend plus que d’une equation du degre 


n —1 


iv 


. 


comme vous lavez montre par des exemples dans vos Traites. 
’ ., mK--m’iK'’ er 
DUPposons » premier, et sollt =, 0n prouve alsemen! 
| | 
qu’une fonetion symetrique quelconque de sin’am(2w), sin’am (dw 
sin’am((2—1)w), par exemple celle-ci: 
[3 . * \ A 
sin’ coam 2w.sin'coam4w...sin’coam (n —1) w(= ), 
| 2 
ne peut obtenir plus que »-+1 valeurs differentes, en mettant pour sin’am (2w 
n—1 


> 


ie 


| 
l 


une queleonque des racines de l'e&quation du degre - Ges valeurs diffe- 


rentes repondent aux valeurss de w=K, iK', K-+iK', 2K-+iK', 


’ 
e—i 
‘) 


u 


(a—1)K-+iK'. En effet, toutes les racines de l’&quation du degre 
etant contenues sous la forme sin’am(2pw), otı V’on denne A p les valeurs 


n—1 x . 4 \ 
I ‚a @ les „+1 valeurs mentionnees, et le systeme des 


9 

quantites sin’am2o, sin’am4w, ..., sin’am(2—1)w pouvant &tre remplace par 
le systeme de celles-ci: sin’am(2po), sin’am(4pw), ..., sin’am ((»—1)pw), 
il suit que les fonetions symetriques de ces quantites ne sauront obtenir que 
les »-+1 valeurs que l’on obtient en mettant pour w des valeurs differentes et 
incommensurables entre elles. Done elles dependent d’une &quation algebrique 
du degre +1. C'est done aussi le degr& de Yequation dont les racines sont 
les differents modules transformes attaches au nombre z suppose premier, et 
que jJappelle aequatio modularis, ces modules etant contenus sous la forme 

, = z"[sincoam2w.sincoam4w ... sincoam (»—1)w|”. 

Vous voyez done, Monsieur, que M. Abel a prouve ce theoreme im- 
portant, comme vous le nommez, dans son premier Memoire sur les Fonctions 
Elliptiques, quoiquwil n’y aıt pas traite de la transformation, et quil ne pa- 
rait pas meme avoir songe, du temps quil le eomposa, que ses formules 
+ 


et ses theor&mes trouveront une pareille application. Quant a moi, je mai 


pas trouv& necessaire de reproduire cette demonstration dans les Ecrits que 
Jai publies jusquwici sur cette matiere, car il me reste trop A faire pour ne 
pas Epargner mon temps le plus que possible. 

Mais peut-€tre, Monsieur, vous aurez & faire des objections a cette 
demonstration. Dans ce cas, vous m’obligerez de beaucoup en me les 
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communiquant, car lorsque je traiterai de mes theories nouvelles il faudra d 
en parler. d 
Etant connue une seule des fonetions symetriques de sin’am(2w),..., n 
la theorie generale des &quations algdbriques nous apprend, et M. Abel Ya | tı 
vemarque, quwil est possible d’exprimer par celle-ci toute autre fonetion 
symetrique des m&mes quantites. O’est la cause de ce que vous avez pu q 
exprimer rationnellement en fonetions des deux modules les coefficients | 1 
des transformations attachees aux nombres 3 et 5, et il sera de m&me pour 
tout autre nombre. Vous trouverez m&me dans le 2° eahier du vol. IV y 
du Journal de M. Crelle une formule & differences partielles tr&s-remarquable 
qui sert A exprimer generalement ces coeffieients par les deux modules, en : 
supposant connue l’&quation aux modules; de. sorte que la formation alge- ‚ 
brique des substitutions & faire pour parvenir & une transformation quel- | 
conque est entierement reduite A la recherche des &quations aux modules, : 
tormule qui donne en meme temps comme cas special les expressions I 
aigehriques et generales pour la multiplieation par un nombre » queleonque 
indefini: chose tres-diffieile et dont vous avez dü remarquer les premiers 
‚xemples dans le 4° cahier du vol. III dudit Recueil. Il sera de m&me | 
si Ion fait tout dependre de l'equation dont les racines donnent les valeurs \ 
de ce que vous appelez le regulateur, et cela conviendra peut-&tre encore | 
mieux, ces dernieres semblant &tre plus simples. Aussi j’ai decouvert une | | 


propriete tout A fait singuliere de ces dquations, dont les racines sont les 
regulateurs, comme vous l’aurez lu dans le 3®e eahier du vol. III: «est 
qu’on peut exprimer lineairement leurs racines carrees au moyen de Ia 
moitie de leur nombre, propriete qui m’est d’autant plus remarquable que 
je ne Tai trouvee que par les developpements en series qui me sont pro- 
pres, et que je ne vois pas comment on peut la prouver en quantites finies 
ce qui pourtant deit &tre possible. Uette propriete servira sans doute A 
approtondir un jour la vraie nature de ces &equations du degre »-+1. 

Jai ete eonvaineu, et M. Abel la confirme, qu'il n'est pas possible 
de resoudre algebriquement ces &quations du degre n+1; aussi, comme 
M. Abel sait etablir des eriteres necessaires et suffisants pour qu’une &qua- 
tion algebrique peut 6&tre r&solue, il pourra sans doute prouver cela avec 
toute la rigueur analytique. Quant aux cas speciaux, comme M. Abel a 
promis en plusieurs lieux d’en traiter, je ne me suis pas encore oceupe 


beaucoup de cet objet, sans doute tres-interessant. Je ne veux ni repio- 
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duire ni prevenir les travaux de M. Abel: presque tout ce que j’ai publie 
dans ces derniers temps sur les Fonetions Elliptiques contient des vues 
nouvelles; ce ne sont pas des amplifications de matieres dont M. Abel a 
traite ou m&me promis de s’en oceuper. 

Le module transform& ou, ce qui revient au möme, le rdgulateur 
qui y repond etant suppose eomnu, il faut encore resoudre une &quation du 


degre z pour parvenir aux quantites sin’am(2pw), ou A la seetion de la 
fonetion entiere. Done vous maviez eu qua resoudre une dquation du 
second degre dans le cas de n=5. M. Abel a prouve que la methode de 
M. Gauss siapplique presque mot & mot A la resolution de ces &quations, 
de sorte que ce ne sont que les &quations aux modules qu'on ne sait pas 
resoudre algebriquement. „ai trouve le theoreme remarquable, et je Vai 
annonee dans le 2° cahier du vol. IV du Journal mentionne, quwetant sup- 
posees connues toutes les racines de l’&quation aux modules, ou tous les 
regulateurs qui repondent au nombre », on peut exprimer les quantites 
sine, sans avoir besoin de resoudre encore aucune equation algebrique. 1a 


methode de M. Abel ne suppose eonnu qu’un seul module transtforme pour 


leme 


trouver, par la resolution d’une equation algebrique du [- = r degre, les 
quantites sine, qui repondent A ce module; la eomnaissance de tous les 
modules transformes remplacera done la resolution de cette dquation. 

Je ne erois pas que la formule que jai eu V’honneur de vous com- 
muniquer dans ma derniere lettre perdra A vos yeux & present ol vous 
voyez quelle contient des eoefficients que je ne sais pas determiner, 
mais en meme temps quil est impossible de les determiner algebri- 
quement. 

L’impression de mon Ouvrage s’est retardee, puisquil siimprime A 
200 lieues de Koenigsberg: sans eela, ıl serait deja dans vos mains; ce- 
pendant jespere pouvoir vous le faire parvenir dans tres-peu de temps. 
I ne contiendra que les fondements de mes travaux: je publierai le 
reste dans des Memoires isoles, puisque cela parait @tre plus conforme & 
vos vaeux. 

(Juelle decouverte de M. Abel que cette generalisation de lintegrale 
dEuler! A-t-on jamais vu pareille chose! Mais comment sest-il faıt que 
cette decouverte, peut-&tre la plus importante de ce qua fait dans les 
Mathematiques le sieele dans lequel nous vivons, etant communiqude A 
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votre Academie il y a deux ans, elle a pu @chapper & Yattention de vous 
et de vos confreres? 

Vos lettres, Monsieur, font epoque dans le cours de mes travaux. 
Veuillez done me daigner honorer bientöt d’une reponse, et, comme jirai 
voir mes parents a Potsdam, je vous prie de l'adresser a cette ville. Je 
vous prie aussi de vouloir bien exeuser mille inconvenients qui naissent 
de ce quil faut que jecris dans une langue qui m est etrangere. 

Votre devoue serviteur, 
Ü.-G.-J. Jacobi. 


Legendre a Jacobi. 


Parıs, le S avril 1829. 


Je vous remercie, Monsieur, de la peine que vous avez prise de 
repondre aux questions contenues dans ma lettre precedente. Je vois mainte- 
nant plus elairement qu'auparavant, comment vous tes parvenus, 4. Abel 
et vous, A demontrer que lequation des modules doit etre du degre „+1. 


et aussi pourquoi Ja division de la fonetion complete en » parties qui en 


, [2 s “ 2 B , n—I [2 D x [2 . 
general depend d’une Eequation du degre 5, se reduit a deux Equations, 
a N} “ 2 n—1 , . 
une du degre n+1, lautre du degre —, La demonstration de ces belles 


proprietes est encore enveloppee de quelques nuages qui, jespere, pourront 
se dissiper par un travail ulterieur, et avec le secours de ce que vous 
publierez sur cette matiere, car votre maniere d’eerire est plus elaire pour 
moi que celle de M. Abel qui en general ne me parait pas suffisamment 
developpee et laisse au lecteur beaucoup de diffieultes A resoudre. 

Je viens de recevoir le nouveau cahier du Journal de M. Crelle 
ou il y a trois beaux memoires de M. Abel et un preeis que vous m aviez 
annonce de vos nouvelles recherches. Vous allez si vite Messieurs, dans 
toutes ces belles speculations, quil est presque Impossible de vous suivre; 
surtout pour un vieillard qui a deja passe läge oü est mort Euler, äge 
ou l’on a nombre d’infirmites A combattre, et olı lesprit n’est plus capable 
de cette eontention qui peut vainere des diffieultes et se plier A des idees 
nouvelles. Je me felicite neanmoins d’avoir vecu assez longtemps pour e&tre 
temoin de ces luttes genereuses entre deux jeunes athletes egalement vigou- 


u, 


reux. qui font tourner leurs efforts au profit de la science dont ils reculent 
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de plus en plus les limites. ÜCe speetacle m’interesse d’autant plus qwil 
mofire les moyens de perfectionner mon propre ouvrage, en profitant de 
quelques-uns des materiaux precieux qui sont le resultat de leurs savantes 
recherches. 

Je finirai dans quelques jours Vimpression de mon second supple&- 
ment dont jadresserai un exemplaire A Koenigsberg, pensant que vous y 
serez de retour A cette epoque. Il est compose de presque toutes choses 
qui vous appartiennent, et qui mont cependant eoüte beaucoup de travail, 
a cause des demonstrations que vous naviez pas toujours indiqudes.  Ue 
supplement complete en quelque sorte la theorie des approximations qui 
»st Yun des objets prineipaux de mon ouvrage: car une fois les fonetions 
elliptiques eonnues, il faut faciliter par tous les moyens possibles leur ap- 
plieation, ce est-a-dire la determination numerique des fonctions. Je trouve 
que vous avez fait un grand pas dans cette carriere en reduisant les fone- 
tions de la 3°me espece, a parametre logarithmique (j appelle ainsi les fone- 
tions dont le parametre est —z’sin’«a), de sorte quelles ne dependent plus 
que de deux variables, et qwainsi on puisse les @valuer en joignant aux 
tables connues une nouvelle table A double entree seulement. .„ aurais 
bien voulu que la m&me propriete püt &tre etendue aux autres fonetions 
de la 3°me espece, c'est-A-dire A celles que jappelle « parametre eirculaire, 
ou dont les parametres sont des formes cot’e, z"tang’a, et —1-+z” sin’. 
Mais les efforts que jai faits pour parvenir a ce resultat ont &t& infructueux, 
quoique vous en ayez annonee la possibilite. Je serai tres-aise de m’ötre 
trompe, et je r&parerais avec grand plaisir mon erreur si vous m’indiquiez 
le moyen de resoudre la diffieulte et d’exprimer par deux variables seule- 
ment, cette seconde division des fonctions de troisieme espece. Üe serait 
a mon avis la plus grande decouverte quil est possible d’esperer dans la 
theorie des fonetions elliptiques, puisqu'elle rendrait usage de ces fonetions 
presqu’aussi facile, dans tous les cas, que celui des fonetions eireulaires 
et logarithmiques. Sil faut perdre tout espoir A cet egard, j aurai au moins 
la consolation que mes recherches sur votre d&eouverte m ont fourmi l’occasion 
de perfeetionner assez notablement le caleul approximatif des fonetions A 
parametre eirculaire, au moyen de mes ares 42 et 42’ dont Yun au moins 
se determine toujours par deux suites fort convergentes. 

Je ne terminerai pas cette lettre sans repondre & lartiele de la vötre 
qui concerne le beau memoire de M. Abel qui a et imprime dans le cahier 
353 * 
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preeedent du Journal de Crelle, et qui avait et€e presente A l’acad&mie par 
son auteur dans les derniers mois de 1826. M. Poisson etait alors president 
de Yacademie, les commissaires nommes pour examiner le m&moire furent 
M. Cauchy et moi. Nous nous apercümes que le memoire n’etait presque 
pas lisible, il etait eerit en encre tres-blanche, les caracteres mal formes: 
il fut convenu entre nous qu on demanderait A Yauteur une copie plus nette 
et plus facile a lire. Les choses en sont restees la; M. Cauchy a garde le 
manuserit jusquiei sans s’en oceuper, Yauteur M. Abel parait s’en &tre alle 
sans s’oceuper de ce que devenait son memoire, il n’a pas fourni de copie, 
et il ma pas te fait de rapport. Cependant j’ai demande A M. Cauchy qu'il 
me remette le manuserit qui n’a jamais ete entre mes mains, et je verrai 
ce quil y a.& faire, pour reparer, sil est possible, le peu d’attention quil 
a donne, & une produetion qui meritait sans doute un meilleur sort. 

Votre tout devone 


Le Gendre. 


Jacobi a Legendre. 


Potsdam, le 23 mai 1829. 
Monsieur, 

Je vous rends gräce de votre lettre du 8 avril qui me mande la 
publication d’un Suppl&ment, que j’attends avec une grande impatience. Vos 
deux Supplements embrasseront sans doute la plupart de ce qui se trouvera 
de nouveau et dinteressant dans mon Ouvrage et beaucoup d’autres choses 
qui ne s’y trouvent pas. L’impression de celui-ei €tant achevee, je me suis 
empresse de vous le faire parvenir, et je vous prie de l’aceueillir avec cette 
bonte dont vous m’avez donne des preuves si @elatantes. Cependant je 
erams qu’il ne soit beaucoup au-dessous de la bonne opinion que vous avez 
voulu concevoir de mes travaux, et je cramms cela d’autant plus, puisqu'il 
ne contient que les fondements de mes recherches et quil me faut encore 
une longue serie de travaux pour etablir aux yeux des Geometres leur 
ensemble. 

En ce qui regarde les Integrales Elliptiques de la troisieme espece 
a parametre circulaire, vous avez completement raison; elles ne jouissent 
pas d’une reduction analogue & celle de Vautre espece logarithmique. Si 


...* 


jai annonee une pareille chose, commes vous le dites dans votre lettre, 
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cela n’a pu Etre que dans le sens general er analytique, ol Yon ne distingue 
pas entre les valeurs reelles et imaginaires, et qu'on fait abstraction de 
l’evaluation numerique.  Sous ce point de vue, une m&me formule embrasse 
tous les cas, de sorte qu’on n’a pas besoin de distinguer entre les especes, 
ce qui devient necessaire aussitöt qu’on veut appliquer les formules qui s’y 
rapportent au caleul numerique ou quon ne veut considerer que des quan- 
tites reelles. "Toutefois cette sorte d’inconvenient, qui tient A la nature in- 
time de Vobjet, et nullement A un defaut de notre part, me parait ajouter 
de merite a votre division des Integrales Elliptiques de la troisieme espece 
en deux classes, auxquelles se ramenent tous les autres cas. Fin effet, ces 
deux classes different essentiellement entre elles, le parametre et lamplitude 
dans Yune d’entre elles pouvant &tre reunis dans une seule variable, et 
lautre pouvant etre rapportce en m&me temps au module donne et A son com- 
plement. Je pourrais vous parler davantage sur cetie matiere, mais Jaime 
mieux voir auparavant votre second Supplement. 

J’ai deja communique A M. Crelle, pour le faire inserer dans son 
Journal, un premier M&moire qui fait partie dune suite de Me&moires Jans 
lesquels je veux exposer, avec les demonstrations et les developpements 
necessaires, les difierents resultats auxquels je suis parvenu, et dont jal 
deja annonce la plupart sans demonstration. Vous y trouverez les tormules 
generales qui se rapportent A la transiormation des Integrales Elliptiques de 
la seconde et de la troisieme espece, presentees sous une forme commode 
et elegante. Vous y trouverez aussi les iormules generales qui donnent leurs 
valeurs dans le cas que F\y) est commensurable avec la fonetion entiere 
mF'i«)+nF(«)y—i 

i 
entiers. Mais le but prineipal de ce premier Me&moire est « 


F, ou plus generalement — m, n, p &tant des nombres 


I) oe u. 4 ,+ 
ee prYedal er wui 


ce qui est necessaire pour que je puisse &tablir dans les M&moires suivants, 
avee toute la rigueur necessaire et en partant des premiers elements, cette 
theorie des Transformations irrationnelles ou inverses et de la seetion des 
Fonetions Elliptiques, qui me parait &tre le combie de toutes mes recherches 
sur cette matiere. 

Dans un Memoire &crit en allemand, et qui a ete insere dans le 


3° volume du Journal de M. Ürelle, jai donne une construction plane de la 
multiplication des Fonetions Elliptiques. 
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Soit AA’A” A”... une partie d’un polygone inscrit au cerele C et eir- 


en eonserit au cerele e, A etant situe dans le prolonge- 
Ir | ment de Ce ou de la droite qui joint les deux centres: 
le si Von met AA’=29,, AA’ = 2, AA” = 2p,, 
a aur 
\ Far.zu “ on aura 
A. F(p:)=2F(pı), Fip)=3Flpı), -- -, 


ni Pi Le module se determine par la distance du 

centre CA la secante ideale commune aux deux cereles. 
Done si l’on veut trouver un angle 9, tel que F(y,)=nF(y), on ma quä 
deerire un cerele e, qui touche la droite AA’ et qui a une seeante ideale 
donnde commune avec le eerele C; ensuite on mene au cerele e les tan- 
gentes AA”, A’A”, AA", ....; les points A”, A”, A", ... etant situds 
tous dans la peripherie du cerele C; la ni*m®e tangente etant AP A”, on 


aura AA,„=29,. Les ares de cereles peuvent devenir plus grands que 


360 degres, de sorte que cette construction n’a point des limites, comme 
celle de ZLagrange. On voit ainsi que la theorie generale des polygones 
inseriptibles et eirconseriptibles en m&me temps a un cerele depend des 
Fonetions Elliptiques, comme celle des polygones reguliers des Fonetions 
Cireulaires. 

Pardonnez-moi si Jose vous faire remarquer quil me semble que, 
dans votre premier Supplement, vous avez presente d’une maniere incom- 
plete ma demonstration de mon premier theoreme. Il me semble que de 


1 ’ , 1 
la seule eirconstanee que y se change en ,, # etant change en yy, vous 
Y 


coneluez que la valeur de y, qu’on a supposee, satisfait A l’&quation diffe- 
rentielle 
dy dx 


— 


Ya—y’)d—4’y”) Myd 


puisqu’on peut faire dans celle-ei cette substitution. 


5 ) 





2’)(1—x«’x°) 

Mais je n’ai pas fait, mol, cette conelusion, que vous reconnaitrez 
aisement &tre fautive puisqu’on peut former ad libitum des expressions qui 
jouissent de cette propriete et qui ne satisfont pas a l’e&quation differentielle. 

Vous m’obligerez beaucoup, Monsieur, si vous voulez avoir la bonte 
de faire parvenir & MM. Poisson, Fourier et Cauchy les exemplaires de mon 
Ouvrage qui se trouvent aupres de celui dont je vous fais hommage. Comme 
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je resterai encore quelque temps a Potsdam je vous prie d’y adresser une 


., 


reponse que jattends avec une vive impatience. 
7 ‘N [4 ’ 
Votre entierement devoue 
Ü©.-G.-J. Jacobi. 


Legendre a Jacobi. 
Paris, le 4 juin 1829. 
Monsieur, 


Je suis fort empresse de recevoir Vexemplaire que vous m avez 
destine de votre ouvrage contenant le fondement de vos recherches sur 
la theorie des fonetions elliptiques. Je distribuerai eonformement A 
vos intentions les trois exemplaires qui y sont joints, aussitöt que je les 
aurai recus, je regrette seulement que vous nen ayez pas envoye un 
quatrieme pour Tacademie avec une lettre au president, et je vous engage 
A reparer cette omission aussitöt la presente regue, que je m’empresse A 
cet effet de vous adresser a Potsdam, puisque vous me marquez que vous 
y resterez encore quelque temps. — Je ne serai pas moins empresse de 
voir le me&moire qui doit paraitre dans le recueil de M. COrelle et qui sera 
suivi de plusieurs autres ol vous donnerez, dites- vous, les «demonstrations 
detaillees de plusieurs de vos beaux resultats. — Je vous ai adresse mon 
second supplement & Koenigsberg, pensant que vous ne resteriez pas si 
longtemps & Potsdam. — Je vois A lavance que nous serons d’accord sur 
les deux classes des fonetions de troisieme espece que je distingue par les 
noms de logarithmique et de eireulaire, je suis fäche de perdre l’esperance 
de reduire en table les fonctions a parametre cireulaire et jai peine A 
comprendre comment il peut y avoir une difference aussi essentielle entre 
les deux classes. Mais, comme vous dites, cela tient a la nature des choses 
ei nous ne poucons rien y changer. Vous vous en consolez plus aisement 
que moi, vous et M. Abel qui &tes tous deux Eeminemment speculatifs, mais 
moi qui ai toujours eu pour but dintroduire dans le caleul de nouveaux 
elements qu’on puisse realiser en nombres A volonte, moi qui me suis livre 
a un travail des plus longs et des plus fastidieux pour la construction des 
tables, travail que je n'hesite pas A croire aussi considerable que celui des 
grandes tables de Briggs, je ne prends pas mon parti aussi facilement sur 
l’esperance degue que vous m’aviez fait concevoir, et dont une moitie seu- 
lement s’est realisee. 
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Votre eonstruetion geometrique des fonetions multiples me parait fort | lo 
ingenieux, ee sont de ces choses dont je ne manquerai pas de faire mention m 
dans un 3°m® supplement. sil y a lieu. Car je ne reponds de rien, jai 
eu encore bien de la peine A passer cet hiver, et une annde de plus devient at 
pour moi un demi-sieele. Vous avez deja une preuve de influence de 
läge qui diminue necessairement l’&tendue de nos facultes intelleetuelles, 
puisque vous avez remarque que je m’ai pas bien saisi votre pensde, et 
que jai presente d’une maniere incomplete dans mon premier supplement | 1 
la demonstration de votre theoreme I. Vous aurez peut-etre occasion de n; 
faire de semblables remarques dans la leeture du second suppl&ment, mais = 
vous remarquerez du moins en m&me temps que les erreurs dans lesquelles 
Jaurai pu tomber ne peuvent &tre reprochees aqua moi, et que je nai ’ 
rien neglige pour que la gloire de vos decouvertes vous soit reservee ? 
tout entiere. | : 

telativement au premier objet je dois dire pour mon exeuse que : 


votre demonstration, telle que vous lavez donnee dans le Journal de 
M. Sehumacher, ne m’a paru coneluante qu'en admettant comme assomption, 
ce que jappelle /e prineipe de la double substitution dont Videe m’a paru 
tres-heureuse et de nature A faire beaucoup d’honneur A votre sagaecite. 
J'ai dit expressement que la double substitution qui satisfait Aa l’equa- 
tion ditferentielle doit satisfaire aussi A son integrale, et partant de la je 
suis arrive & votre resultat. Üette raison m’a paru suffisante, d’ailleurs je 
mai point vu que vous ayez motive sur des raisons plus solides, lusage | 
que vous avez fait de ce prineipe. Il ne m’avait pas cependant echappe 


qu’on pouvait faire des objeetions contre ce principe, javais remarque que 


a z U et irn aaa 

si la valeur y= „y atlsfait au prineipe, une valeur differente telle que 

cz U f | | y( 1 
. — + [tr] 

a \ __ u 


.. 


differentielle, javais remarque eneore que pour l’&echelle ancienne dont Vindiee 


y= -r) y satisfait encore sans satisfaire a l’equation 


x Kr 


est 2 (pag. 36 et 38 du 1. suppt) V’&quation des amplitudes pour le "Theo- 
1+x)\rv(1— re?) 


reme I savolr y= A - satisfait bien au prineipe de ia double 
v(i-xr) 


. . . Pu 7 ” 4 r f \ . | ur il 

substitution, mais que l’equation analogue du Theoreme II savoir 3= 
Ay 

ar 


n'y satisfait pas. ‚ai maintenant l’espoir que dans le memoire qui va 
bientöt me parvenir dans le Journal de M. Crelle, je trouverai les deve- 
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loppements necessaires sur cet objet avec lesquels je pourrai corriger dans 


mon prochain supplement ce que le premier eontient de defeetueux. 
itecevez, Monsieur, mes eompliments et lassuranece de mon sineere 
attachement. 
Le Gendre. 


En fermant cette lettre je viens d’apprendre avee une protonde douleur 
que votre digne emule M. Abel est mort A Christiania des suites d’une 
maladie de poitrine dont ii &tait affeete depuis quelque temps et qui a did 
aggravce par les rigueurs de lhiver. 

Uest une perte qui sera vivement sentie de tous ceux qui s interessent 
aux progres de lanalyse math@matique eonsideree dans ce qwelle a de 
plus eleve. Au reste dans le court espace de temps quil a veeu ii a eleve 
un monument qui suffira pour rendre sa memoire durable et donner une 


idee de ce quw’on aurait pu attendre de son genie ni fata obstetissent. 


Jacobi a Legendre. 


Potsdam, le 14 iuin 1829. 
Monsieur. 

Conformement A ce que vous avez la bonte de m’eerire dans votre 
lettre du 4 juin, je vous envoie un quatrieme exemplaire pour l’Academie. 
Je Vai adresse A M. le Baron de Fowrier, Seeretaire perpetuel de V’Academie, 
puisque jignore le nom du President. Veuillez bien le Iui faire parvenir 
et excuser la peine que je vous fais. Votre bonte envers moi et votre 
generosite sont telles, que je ne sais vous en rendre de gräces dignes. 

Peu de jours apres l’envoi de ma derniere lettre, jJappris la triste 
nouvelie de la mort d’Abel. Notre Gouvernement Tavait appele A Berlin, 
mais l’appel ne l’a pas trouve parmi les vivanis. L’esperance que javais 
congue de le trouver A Berlin a &t& si eruellement degue. Les vastes Pro- 
blemes quwil s’etait proposes, d’etablir des ceriteres suffisants et necessaires 
pour qwune equation algebrique queleonque soit resoluble, pour quiune in- 
tegrale queleongue puisse etre exprimde en quantites finies. son invention 
admirable de la propriete generale qui embrasse toutes les fonetions qui 
sont des integraies de tonetions algebriques queleonques, ete., ete., marquent 


Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 34 











266 Legendre et Jacobi, correspondance mathemalique. 








un genre de questions tout a fait partieulier, et que personne avant lui n’a 
ose imaginer. Il s’en est alle, mais il a laisse un grand exemple. 
Je vous rends mille gräces de votre second Supplement, qui avait 


fait le grand detour par Koenigsberg. Les demonstrations differentes de 


‘ 
eeiles we vous TOUVerez dans mon petit Ouvrage et les developpements m 
que vous avez ajoutes A plusieurs points importants me ont rendu fort in- r 
teressant. (Quant au ealeul numerique des Integrales elliptiques de troisieme r 
espece Aa parametre eirculaire, je vous demande pardon d’avoir fait naitre ii: 
en vous nne esperance qui n’a pas ete realisee depuis. Uependant je erois . 
le vous Mavez pas A regretter trop Ninconvenient que ces fonctions ne z 
peuvent etre reduites en tables a double entree. Les moyens que vous a 
avez indiques pour leur evaluation dans le second Supplement sont tels, R 
qu on doit considerer ces fonctions tout a fait comme des quantites finies. i 
Je erois meme qu'au moyen de quelques tables a simple entree on peut 
faciliter tellement leur calcul, que la peine de les caleuler au moven de i 
mes series devienne plus petite que celle qwiexige Vinterpolation dans une table ’ 
a double entree. 
( 
Ce qui regarde la demonstration que jai donnee de mon theoreme | 
dans le Journal de M. Schumacher, elle repose sur le theoreme qu’ „Etant trouvees 


ois fonetions entieres et rationnelles de x quelconques U, V et T, telles que 


V-VU-2V) = 1-A)1-2D)T, 
on aura toujours, en mettant y = v: 
dy s dx 
YAa—-y)d— 2y” MYA—-=)A—x=°)’ 


MH designant une eonstante*: theoreme fondamental qui a etE pronve au 
eommencement de ma demonstration, et dont il ne se trouve pas fait men- 
tion dans le premier Supplement. Dans mon Ouvrage, jai desigene ce theoreme 
sons le nom de prineipe de la transformation des Fonctions Elliptiqgues. En 
effet. ee prineipe suffit pour qw'on puisse £tablir la theorie generale de la 
transformation, en reduisant cette derniere aA un probleme algebrique qu'on 
veut tonjours resondre, les constantes indeterminees etant en nombre suffisant 
pour remplir les conditions du probleme. Pour eompleter ma demonstration, 
telle qu’elle se trouve dans le premier Supplement, il suffira d’ajouter en 
peu de mots la demonstration du theoreme mentionne. La double substi- 
tution vous fournissant les valeurs de U+YV, U+iYV resolues en facteurs, 


y 


et telles qu’on a 
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U-V=(1-2)A, U-iV=(1-xz)(', 
U+V=(1+2)B, U+1V=(1+4x2)D, 
A, B, C, D etant des fonetions entieres, ‚tout se trouvera prouve rigoureuse- 
ment. Abel s’est servi du m&me prineipe, de sorte que nos demonstrations 
sont au fond les m@mes. Vous etes le premier, Monsieur, qui avez montre 
qwon peut s’en passer, en effeetuant la substitution elle-möme au moyen 
de la resolution en fraetions simples. Aussi je mai pas tarde A exposeı 
dans mon Ouvrage cette demonstration, qui vous est propre et qui denne 
une exeeliente verifiecation. A present, je suis en possession d’un nombre 
assez grand de demonstrations differentes. Je remarque, A cette oeeasion. 
que le merite prineipal d’Abel, dans la theorie de la Transformation, consiste 
dans sa demonstration que nos formules embrassent toutes les substitutions 
algebriques possibles, ee aui donne un haut degre de perfeetion A cette theorie. 
Vous vous plaignez des infirmites de votre äge. Ah! Monsieur, ces 
excellents Supplements que vous venez de composer, en partant de que 
ques legeres notices que Javais donnees sans demonstration, montrent que 


4 


c'est encore la vigueur et l’energie de la jeunesse qui vous animent et for 
eoncevoir Jesperance que le Ciel conservera encore longtemps une vie 
aussi chere. 

Mes parents m ont prie de vous faire leurs eivilites et vous renden 
sräces des bontes que vous avez bien voulu avoir pour moi. Soyez assure, 
Monsieur. que je nouhlierai jamais ces bontes, et que je suis avee le respeet 
le plus profond 

\otre tout devoue., 
0.-G.-J. Jacobi. 


Je ne retournerai ä Koenigsberg que cet hiver. 


Legendre a Jacobi. 
Paris, le 16 juillet 1829 
Je ne veux pas differer plus longtemps, Monsieur, de repondre & 


votre lettre du 14 juin dernier, ear il faut que vous sachiez que jai reeu 


les quatre exemplaires destindes pour trois de mes eonfreres et pour moi, et 


de plus un einquieme qui est arrive un peu plus tard pour lacad@mie. Le 


tout a ete distribue selon vos intentions et jai ete charge de vous adresser 


+) 
e)- 
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les remereiments de ces Messieurs auxquels je joins les miens. M. Fourier 


vous adressera probablement ceux de Vacademie, d’ailleurs M. de Mirbel, son ma 
president, a charge M. Poisson de faire de votre ouvrage un rapport verbal | je 
X Vacademie, ce qui me procurera le plaisir d’entendre eiter avee eloge, | afı 
les beaux travanx par lesquels vous avez considerablement perfeetionne une les 


branche importante de Yanalyse, et qui deja vous placent au nombre des 


gecometres les plus distingucs de Europe. mi 

L’exeeution typographique de votre ouvrage parait, surtout dans mon | eo 
exemplaire qui est sur papier fin, d’une beaute remarquable. Je regrette fä 
seulement que vous navez pas etE A portee de eorriger les &preuves, car eü 
outre les fautes indiquees dans Verrata il me parait quil en reste encore e} 
un assez bon nombre. Par exemple je trouve pag. 29, 30, 67 et 69 que ut 


les equations modulaires pour les nombres 3 et D sont 


"—o'+2ue/l—ure) = 0, T 

Wo’ +Den lu —-e)+4uerli— We, = 0. d 

Mais puisque vous supposez «> e (voir la formule = 7" (..... ) pag. 37), d 
| est Evident que les premiers membres de ces &quations sont composes Yun | c 
de deux binömes dont la valeur est positive, l’autre de trois binömes sem- e 
blables. Les vraies &quations telles que je les ai donnees pag. 68 et 75 de 
mon premier supplement sont ® 
u" —ec’—2ur (l—-ue) =, 

We Heer) — Aue (1—-ue) = 0*) 

et alors pour le dire en passant, on ne peut Echanger entr'eux « et e, mais 
bien a et —e. ) 
Au reste jai remarque beaucoup de choses dans votre ouvrage qui 

sont nouvelles pour moi et dont je pourrai profiter, sil miest donne de | 


publier un 3° supplement. Mais il me faudra beaucoup de temps et de 
travail pour me mettre en etat de traduire en langage vulgaire le resultat 
des hautes speculations auxquelles vous vous &tes livre; car nous &erivons 

dans deux genres fort differents. 
Japplaudis aux efforts heureux que vous avez faits dans la partie 
purement speeulative, en traitant des transformations imaginaires, et resolvant 
*) Ües deux equations se trouvent avec les m&mes signes dans la notice de Jacobi 


du 2 avril I82>, Journal de Crelle vol. 5 p. 194, et avec un double signe dans la lettre 
de Jacobi & Legendtre datee du 12 janvier 1828. B. 
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les equations algebriques les plus diffieiles par des formules tres-El&egantes, 


« 


. E) . fi 1 N a a ai “ n . y I + I 1 . 22 r 
mals Yobjet “de mon oUVrage Se rapproche beaucoup pius Ce ia pratque, 
2 - 17° M EB n+ fonilttar Vaoamma da ma i ‚+ 
je cherche & recueillir tout ce qui peut faelliter I usage de mes fonctions 
afın d’en faire un veritable instrument de caleui comme lont etc auiel 


les fonetions eirenlaires et logarithmiques. 


Je devrais borner la ma lettre et ne vous point Da ler des change- 
ments de nomenclature que vous proposez dans votre art. 17 nag. 3 mals 


comme dautres DEersonnes pourraient Vous representer quen :Cia Vous aVez 
fait une chose qui doit m’etre desagreable, je ne vois pas pourquoi je vous 
cacherais ee que je pense de cette propositien. Je vous dirai done fran- 
chement que je n’approuve pas votre idee, et que Je ne vois pas de quelle 
utilit€E elle peut &tre pour vous et pour la science. 
f 
La plus simple des fonetions elliptiques. savoir Vintegrale / | =... 
jouit de tant et de si belles proprietes, consideree seule, elle est liee var 
de si beaux rapports avee les deux autres fonetions dites de la seconde et 
de la troisieime espece que l’ensemble de ces trois fonetions forme un systeme 
complet auquel on pourrait donner un autre nom que celmi de fonetions 
elliptiques, mais dont lexistence est independante de tonte autre fonetion. 
l,a nomenelature methodique que jai proposde des 1793 dans mon memoire 
sur les franscendantes elliptiques a etc adloptee generalement. vous lavez 
trouvee etablie: quelles sont done vos raisons pour vous &carter de lusage 
eeneral? Vous faites schisme avec M. Abel et avec moi, vons faites schisme 
avec VOUs-meme, puisqw'apres avoir appele fonctions elliptiques les sinus, 
eosinus et autres fonetions trigonometriques de Lamplimde vous &tes encore 
oblige d’appeler fonctions de troisieme espece celles que je designe sous le 


meme nom. Nest ce pas ce que vent dire Je titre de l’art. 56 pag. 160? 


|’ 
1 
i 


Pourquoi designez-vous comme moi la fonetion de 3° espece tantöt par 


II u,a), tantöt par //(u,a+K’,z)? Quelle liaison y a-t-il entre ces fonetions 
et la premiere qui n’est plus suivant vous quun argument de fonetion? Je 
vous laisse a expliquer toutes ces choses. Du reste je vous fait part con- 
fidentiellement de ces observations dont vous ferez tel usage que vous 
voudrez et auxquelles je ne donnerai jamais aucune publieite. Il me suffira 
de vous avoir temoigne ma surprise sur Vinconvenance et la bizarrerie de 
votre idee; elle nalterera en rien les sentiments d’estime et d’affeetion que 


Jal congus pour vous et dont je vous renouvelle lassurance. 


Le Gendre. 
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Jacobi a Legendre. 


Francfort, le 19 aoüt 1829. 
* ® . 
Monsieur. 


., 


Dans un voyage que jai entrepris en Allemagne, etant arrive pres 


|) 
«) 


des rivages du Rhin, je ne puis resister au desir de vous voir A Paris. .’y 
partirai done dans quelques jours pour y passer plusieurs semaines. ‚Je ne 
saurais mieux profiter de la permission que le Gouvernement m’a voulu 
accorder pour ce semestre pour pouvoir jouir d’une reereation de mes etudes. 
Je brüle du desir de voir I’homme auquel je suis le plus redevable des 
bontes quil a voulu avoir pour moi, et de lui t@moigner tous les sentiments 
que peuvent inspirer Vadmiration et la reconnaissance. 

Uomme jeeris ceci en häte, je ne puis repondre que quelques mots 
aux reproches que vous m’avez faites dans votre derniere lettre, et pour les- 


quelles je vous rends gräce mieux encore que pour les eloges que vous 


m'avez prodiguecs et que Jai si peu merites. Il me fallait absolument une 
denomination pour les fonetions sinam, cosam, ete., dont les proprietes re- 
pondent parfaitement a celles des fonetions sin, ©08, dites eireulaires. D’un 
autre cöte, YVapplieation importante qu'on fait de la theorie des Fonetions 
Elliptiques au Ualeul integral rendait necessaires les distinetions et les de- 
nominadons que vous avez introduites dans l!’ Analyse, et qui ont &t& aceueillies 
par tous les Geometres. J’aı done trouve convenable d’appeler les integrales 
auxquelles vous donnez le nom de Fonetions Elliptiques de la premiere, se- 
conde, troisieme espece, Integrales Elliptiques de la premiere, seconde, troisieme 
espece et detendre ou dattribuer de preterence la denomination de Fonetions 
Elliptiques aux sinam, cosam, Sam, analogiquement comme on nomme 
Fonctions Circulaires les sinus, cosinus, ete. Si cela vous deplait, toute 
autre denomination me sera agreable. Dans tous les cas, je erois que nous 


deviendrons aisement d’accord sur cet objet *). 
Votre tout devoue servitenr, 


0.-G.-J. Jacobi. 


*) Ja correspondance interrompue apres cette lettre par le voyage de Jacobi en 
France et par son sejour A Paris n’a ete reprise que lannee suivante et ne s’eleve 
plus a son niveau anterieur, les fonetions elliptiques ne formant plus, ni pour Legendre, 
ni pour Jacobi, Voceupation presqu'exelusive. B. 
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Jacobi a Lesgendre. 
Koeniresbere, le 2 iuillet 


Monsieur. 


Je Yois PrIe Ude voulon DIEeN M OXCUSE (ie Ne Vous AvVol PAS Pils 


töt donne des nouvelles de moi, car ce aural dü etre pour mol un devolr 


que de vous rendre gräce des bontes que vous mavez eues pendant mon 


sejour A Paris et de vons dire que je compte le temps que vous m’avez 


permis de passer avec vous parmı les moments les plus heurenx de ma vie. 


u ur, ar y « 1? 1 P 7 rs ix s 
Les distraetions diun long voyage « 


+ 


d auites CllCoNnSstances avant Intervommpu 
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Mais. Apres avolf Tecu le eadean precieux (uUc Vous VeneZz de me Tate pal 


l’envoi de la troisieme edition de votre Ouvrage sur les Nombres. je ne 
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d’y admirer de nouveau cette rigueur desprit qui fait vainere les diffieultes 


et surpasser, meme dans un Age avancee, les efforts des jeunes Ge&eometres 


} 
) 


auxquels votre vie glorieusement sacree aux progres de la science sera 


pour toujours un modele d’emulation. Jai vu aussi avec plaisir que vous 


) 1 


avez voulu profiter de ma remarque relative a la loi de Reeiproeite. J'avais 
espere de trouver dans l’exemplaire que vous m’avez adresse quelques lignes 
de votre main qui me parlaient de vous et de la sante de M"m® Legendre; 
mais je Yai feuillete inutilement et me voila puni pour ma negligence assez 
severement. 
Pour ne pas laisser cette lettre sans les signes de caleul, je vais vous 
Yar—l 


faire une observation relative a ] equation 4\ \) Y'+nZ'‘. Pour trouver 
LI 


Y, votre Ouvrage donne la regle de developper 2(r—1 et de remplacer 
les coefficients par les plus petits residus quils laissent etant divises par n. 
Cette regle, qui se trouve deja dans la seconde Edition, n’est cependant juste 
que pour des nombres premiers peu grands. Les valeurs exactes de Y et 
de Z sont donnees dans chaque cas par les formules connues qui expriment 
les coefficients d'une Equation au moyen des sommes des puissances de ses 
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racınes, sommes qui. dans notre cas, sont ou 
U'est ainsi qu’on trouve, qwetant posed 


7 (n—1ı \ n—1 n—)3 ı n—5 
ES ) 


Y=2(2-r)(e-r)(e—r).. \ce—-r ’ J=22’ +42’ +92’ u), 
la regle est exacte pour les trois premiers coeffieients a,. @,. a,. mais quelle 
cesse de l’etre pour les suivants des que » surpasse une certaine limite, de 
sorte que les eoveffieients de Y et de Z peuvent surpasser }» et meme » et 
les puissances de ». Soit par exemple » de l’une des quatre formes: 


n -A)(n—1V5) 


1) 24u-1. on aura a, = (1.) ne +n, 
f TER Pe \ Pf, y 2 \ 
2.) 24u+5, ur re 
| rs 192 
Qa\ ’ (n+3)(n +35 
3.1 Mu 13, (3,\ U 
| | 192 
4.) 24u-+17 AN n+T)(n-+15) 
TR | ia 192 Ä 


: ; ’ Bi ua 2: n” 
expressions qui pour de grands » sont de Vordre ;,, et peuvent surpasser 
n de beaucoup. 

(eneralement on trouve que, pour de grands n, a,, et a... sont 


de l'ordre DT Peut-6tre vous jJugerez eonvenable de faire une 
addition de quelques lignes A votre Ouvrage pour limiter l’Enonee de la 
regie mentionnde, 

Jai lu avec plaisir le Rapport de M. Poisson sur mon Ouvrage, ei 
je erois pouvoir en e&tre tres-content; il me parait avoir tres-bien presente 
les deux transformations, qui, etant jointes entre elies, eonduisent A la 
multiplieation des Fonetions Elliptiques, en quoi il a ete guide sensiblement 
par vos Supplements. Mais M. Poisson n’aurait pas dü reproduire dans son 
Rapport une phrase peu adroite de feu M. Fourier, ol ce dernier nous fait 
des reproches, & Abel et & moi, de ne nous pas &tre oceupes de preference 
du mouvement de la Chaleur. Il est vrai que M. Fourier avait llopinion 
que le but prineipal des mathematiques &tait Vutilite publique et l’explieation 
des phenomenes naturels; mais un philosophe comme lu aurait dü savoir 

*) Il semble qu'une erreur s’est glissee dans cette formule, le produit qui forme 
la seconde partie n’&tant pas 6gal au polynöme Y developpe suivant les puissances 
de x dans la troisieme partie de l’&quation, mais bien egal a Y+y+n.Z. B. 
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que le but unique de la science, e’est P’honneur de Vesprit humain, et que 


sous ce titre, une question des nombres vaut autant qu’une question du sy- 
steme du monde. Quoi quil en soit, on doit vivement regretter que M. Fourier 
nait pu achever son Ouvrage sur les &quations, et de tels hommes sont trop 
rares aujourd hui, m&me en France, pour quil soit facile de les remplacer. 

En ce qui regarde mes propres oceupations, jai entrepris un bon 
nombre de recherches sur differentes matieres et que je voudrais avoir finies 
avant de retourner aux Fonetions Elliptiques et aux transcendantes d’un ordre 
superieur qui sont de la forme / er U ie ae 

“ yara cz -+ar2 ++ a," 
voir a present que toutes ces transcendantes jouissent des proprietes admirables 
et inattendues auxquelles on peut &tre eonduit par le theor&me d’Abel qui 
etablit une relation entre plusieurs de ces transcendantes qui repondent A 
differentes valeurs de x. Jai refl&chi aussi de temps en temps sur une me- 
thode nouvelle de traiter les perturbations eelestes, methode dans laquelle 
doivent entrer les theories nouvelles des Fonetions Elliptiques. 

Je vous prie, Monsieur, de me rappeler & la m&moire de Mmwe Le- 
gendre, qui a voulu partieiper avee tant de bienveillanee aux bontes que 
vous mavez eues; je vous prie en m&me temps de faire mes eivilites A 
Mlle Sophie Germain, dont je me felieite d’avoir fait la connaissance, et de 
me dire des nouvelles de sa sante, si vous daignez me repondre. 

Agreez, Monsieur, les assurances de mon entier devouement. 


Votre tres-humble serviteur. 


Legendre a Jacobi. 


Paris, le 1 octobre 1830. 
Monsieur, 

Differents obstacles de toute nature et prineipalement le mauvais dtat 
de ma sante, m’ont emp&che jusquwiei de repondre A votre lettre du 19 juillet 
arrivee apres un long silence qui commencait & miinquieter et dont j’attribue 
la cause & de nouveaux travaux toujours marques au coin d’un grand talent. 

J’ai trouve votre remarque tres-juste sur llerreur que jai commise 
dans ma theorie des nombres en supposant que les fonetions Y et Z dans 
l’equation AX = Y’+nZ ont leurs eoeffieients plus petits que }2. L’induetion 
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m’a trompe et cela est fächeux puisque la regle tres-simple que j’avais 
donnee pour determiner ces fonetions cesse d’etre exacte lorsque » = 61, et 
devient de plus en plus fautive A mesure que n est plus grand. Vous 
d’apres les valeurs que vous donnez du coefficient a,, selon les differentes 
formes du nombre premier » = 4-+1. Je suis parvenu avec assez de peine 
a verifier une de ces formules, celle qui suppose »=24u+13 ce qui me 
conduisit a la verifiecation des trois autres. Ce genre d’analyse est fort 


ı 


beau, c'est dommage seulement quil ne conduise pas A des formules ab- 


paraissez avoir grandement approfondi cette question, comme j en puis juger 


solument generales et que les resultats ne peuvent etre trouves commode- 
ment que dans des cas partieuliers. De mon cöte je vous reprocherai de 
mavoir induit en erreur, en me marquant que la fonction Y est le produit 
des facteurs 
“ee : N 
2 (2 —-r)\(a—r!\2—r)..\er °°) 
r etant sans doute une racine imaginaire de l’equation r"—1=0. On voit 
au premier eoup d’oeil que ces facteurs ne peuvent avoir lien parce quils 
seraient communs & X et & Y, par consequent A Z. 

Jai vu avec plaisir dans la lettre que vous avez &crite A V’academie, 
yue vous vous occupez A perfectionner la theorie des perturbations, et que 
vous avez l’espoir d’y employer utilement la theorie des fonctions elliptiques. 
("est un objet tres-digne de vos recherches et qui a et& fort neglige par nos 
devanciers; jJavais eu quelques idees la-dessus, mais sans rien approfondir; 
jen ai fait mention dans mes Exereices et dans mon traite des fonctions 
elliptiques, esperant qu’un jour les geometres s’en oceuperaient serieusement, 
et une pareille entreprise ne saurait etre mieux placee qu’entre vos mains. 

M. Crelle est venu a Paris, preeisement pour &tre t@moin de notre 
revolution qui porte deja des fruits, fruits amers pour les partisans des 
gouvernements absolus. Comme j’etais fort tourmente de mes maux ordi- 
naires dans ce m&me temps, Jai eu le regret de ne pas recevoir M. Crelle 
et le feter autant que j’aurais voulu. Je crois qu'il n’ait pas ete content de 
moi; vous auriez pu, Monsieur, me faire un pareil reproche, car je n’ai pu, 
par la m&me cause, vous faire l’accueil que jaurais voulu vous faire pen- 
dant votre voyage & Paris. — Je me suis acquitte de votre commission 
aupres de ma femme et de Mille Germain; elles vous remercient de votre 
bon souvenir, et vous souhaitent toute espece de bonheur. — Mile Germain 
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etait malade quand vous l’avez vue, son etat a malheureusement fort em- 
pire depuis. 

Adieu, Monsieur, ne me laissez pas trop longtemps sans me donner 
de vos nouvelles; je deviens chaque jour moins en etat de travailler, mais 
japprends toujours avee grand plaisir les succes nouveaux que vous devez 
obtenir dans la carriere des seiences. 

Votre tres-devoue. 


Le Gendre. 


Jacobi a Legendre. 
Koenigeberg, ce 27 mai 18.) 
Monsieur, 

Je ne sais comment exeuser le long intervalle de temps qui s’est 
ecoule sans que je vous ale donne quelque temoignage de mon devouement 
et sans que je vous aie rendu compte de mes travaux, comme javais cou- 
tume d’apres votre permission bienveillante dans le premier temps ol je 
m’oceupais des Fonetions Elliptiques. Jaurais bien voulu pouvoir vous 
avertir de Vachevement de quelque ouvrage plus etendu, mais pendant tout 
ce temps-ci je nal pu regagner ni le goüt ni l’energie de jadis. Ce n’auraient 
ete que des ouvrages commenees ou me&eme seulement projetes dont jaurais 
dü faire mention a vous, qui ne cessez de publier des ouvrages egalement 
distingues par leur etendue et par leur riche teneur, et cela presque dans 
läge oü se trouvait Oughtred lorsque Wallis lu dedia son Arithmetica In- 
finitorum. Jai lu le troisieme Supplement qui finit le troisieme volume de 
votre grand Ouvrage sur les Fonetions Elliptiques A Potsdam oü je me suis 
rendu pour voir mon pere malade, qui mourut huit jours apres mon arrivee, 
a läge pas möme accompli de cinquante-neuf ans. Je lui devais la re- 
connaissance la plus haute. Ue furent ses assistances liberales qui m’ont 
mis en efat de me vouer entierement aux sciences, et l’etendue de mes 
obligations envers lui me rendit ee triste evenement plus amer encore. Dans 
ce temps d’une douleur profonde, Monsieur, e'etait V’etude de votre Ouvrage, 
aui m’a et€ communique par M. Orelle, qui fit mon soulagement et en quel- 
que sorte ma eonsolation. Dans une annonce que jen ai faite & la fin du 
huitieme volume de M. Crelle, jai cherche ä relever les merites impe£rissables 
dır Geometre qui, outre les deeouvertes nombreuses et importantes dont il 
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a enrichi la science, est parvenu & fonder deux diseiplines grandes et eten- 
dues par les travaux glorieux de sa vie, lesquelies formeront desormais l’« 
et Yo de toute etude mathematique. J’ai profit€ en m&me temps de cette 
occeasion pour parler d’Abel et de son grand theor&me, que vous avez encore 
le merite d’avoir approfondi le premier, et d’avoir montre & la posterite que 
son developpement est la grande täche qui lui reste A remplir. 

Les limites d’une lettre ne permettent pas de vous parler de mes 
travaux sur les Perturbations eelestes. En attendant j’ai eprouve moi-meme 
des perturbations pas moins eelestes et qui ont fini par un mariage heureux. 
lu interet que vous avez bien voulu me temoigner me fait croire que vous 
prendrez quelque part & ce qui fait le bonheur et le charme de ma vie. 
Depuis les huit mois de mon marlage j’ai repris mes oceupations ordinaires 
avec un zele redouble, et jespere que les anndes suivantes me d&edomma- 
geront en quelque sorte du peu de fruit que m’ont porte les trois pr&cedentes. 
Je ne veux vous dire que deux mots d’un nouveau resultat obtenu par mes 


vecherches sur les Nombres, & la publieation desquelles je n’ai encore pu 


J 
parvenir: c'est la resolution trigonometrique da probleme de Pell. En effet, 
Imn 


4 


jexprime generalement par Cos deux nombres entiers = et 


da 
y tels que @’—ay =1. J'ai trouve meme une generalisation du probleme 


u 
et sın 
da 


de Pell qui me parait etre tres-remarquable et qui se rapporte au cas oü 
a est le produit de deux ou de plusieurs facteurs. En effet supposons que 
a soit le produit des deux facteurs b et ce, om peut d’une infinite de ma- 
nieres trouver quatre nombres entiers =, ©, w, x tels, que le produit des 
quatre facteurs 
(uteyb+wyc+zybe)(uteyb— w yc—xybe) 
x (u-oyb+w ye-aybe)\(u-eyb—-wyc+zybe), 
soit egal & l’unite. On donne aisement a ce produit les trois formes: y’—bz', 


Z 


y’—cz',y"—az”; done a etant = be, on peut faire dependre les six nombres 
y,2, Yy, 2, y', 2, lesquels domnent y—bz =1, y"—-ez’=1, y"—az" =1, 
des quatre nombres plus simples a, e, w, x. Vous voyez aisement comment 
cela doit &re diendu au cas ol «a est le produit d’un nombre quelconque 
de facteurs. Dans tous les cas, je donne les nombres «, oe, w, z, ... par 
des formules generales et trigonometriques. Si vous le jugez convenable, 
et sil ne vous fait pas de peine en aucıne sorte, vous pourriez communiquer 
Al Academie des Sciences la Notice que je viens de vous donner sur cette 
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nouvelle maniere de resoudre le fameux probleme de Pell. Je remarque 


en outre quil doit exister des algorithmes, analogues aux fraetions continues, 
qui pourront servir A trouver les nombres u, ®, w, x et jeurs analorues 
dans le cas d’un plus grand nombre de facteurs de a, et je erois que la 
recherche de ces algorithmes sera une chose de queique importance pour 
la science des Nombres. 

Les Fonetions Elliptiques et la seience des Nombres ne devraient pas 
manquer A lavenir dans les lecons donndes aux edleves de V’Ecole Polv- 
technique, si l’on veut que ces lecons soient eonformes aux progres du temps. 
(Quant A moi, je donne des lecons regulieres sur ces belles theories et je 
vols avec plaisir les eleves de notre Universite ssemparer avee empressement 
de ces matieres. Vous verrez plusieurs fruits de leurs travaux dans les 
volumes suivants du Journal de M. Crelle. le sont encore, Monsieur, les 
iruits de vos travaux que ces branches de la science, jadis peu conmues, 
vont devenir Ja possession commune des Ge&ometres. 

De mon retour A Koenigsberg, j'v trouvais votre bel Ouvrage dont 
votre bonte a bien voulu me gratifier, et je m’empresse de vous dire mes 
remerciments de ce que votre generosite Ta vonlu emporter sur ma negli- 
gence. Ajoutez, Monsieur, A cette generosite quelques lignes de votre main, 
qui m’ont toujours ete si pr&eeleuses et qui pourront me donner Fassurance 
de ce que vous n’etes pas fäche de moi. 

Je vous prie, Monsieur, de recommander Marie Jacobi aux bonnes 
gräces de Me Legendre, et de vouloir bien agreer les assurances de mon 
devouement le plus parfait. 

Votre serviteur tres-humble 
C.-G.-J. Jacobi. 


Legendre a Jacobi. 
(Sans date, timbre Paris, 30 juin 1832.) 


Monsieur. 


Je n’ai jamais interprete A votre desavantage la longue lacune qui 
s’est trouvee dans votre eorrespondanee, jai suppose que vous etiez occupe 
d’un grand travail qui absorbait tout votre temps ou que des affaires essen- 
tielles vous empechaient de penser A autre chose. Les deux suppositions 


paraissent avoir eu lieu successivement: c'est en effet une grande Epoque 
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dans la vie que celle ot l’on a le malheur de perdre son pere, e’en est 


mi 
une autre non moins importante mais plus agreable, que celle ot l’on se oe 
deeide & entrer en menage. Et pour ne parler que de cette derniere je pr 
vous felieite bien sincerement d’avoir reneontre une jeune &pouse que, d’apres pl 
une experience deja longue, vous jugez devoir faire pour toujours votre fo 
bonheur. ne 

Vous etiez dans läge convenable pour vous marier; un homme 
desting & passer beaucoup de temps dans les travaux du cabinet, a besoin vi 


d’une compagne qui s’oceupe de tout le detail du menage et qui affranchisse 2 
son mari de tous ces petits soins minutieux dont un homme n’est guere 


ei 
capable. Je me suis marie beaucoup plus tard que vous et A la suite d’une Y 
revolution sanglante qui avait detruit ma petite fortune; nous avons eu de Y 
grands embarras et des moments bien difficiles & passer, mais ma femme . 
ma aide puissamment A restaurer progressivement mes affaires et aA me n 
donner eette tranquillite d’esprit necessaire pour me livrer & mes travaux n 
accoutumes et pour composer de nouveaux ouvrages qui ont ajoute de plus hi 
en plus & ma reputation, de maniere A me procurer bientöt une existence q 
honorable et une petite fortune dont les debris, apres de nouvelles revolu- 
tions qui m’ont cause de grandes pertes, suffisent encore pour pourvoir aux ' 
besoins de ma vieillesse, et suffiront pour pourvoir A ceux de ma femme N 
bien aimee quand je n’y serai plus. Mais c’est trop parler de moi. Je ' 


reviens & vous et & votre lettre. 

Je n’ai pas trouve l'oecasion de parler ä l’academie de vos travaux 
sur Yanalyse indeterminee, peut-&tre n’en parlerai-je pas, dans la erainte 
de n'ötre pas suffisamment entendu. J'obtiendrais plus de faveur si javais 
a parler & l’academie des travaux dont vous vous occupez sur la theorie 
des perturbations. Ü’est un objet d’un grand interet auquel j’ai pense plu- 
sieurs fois et sur lequel jai donne par ei par la, quelques idees; je me suis 
toujours persuade que si je m’en etais oecupe serieusement et d’une maniere 
suivie, jaurais trouve quelque chose de plus que mes honorables eonfreres 
la Grange et la Place. Si on excepte en effet les beaux resultats qu'ils ont 
trouves pour les differentielles des el&ments elliptiques exprimees par la fonetion 
des perturbations, je ne vois pas quils aient avance la science au dela de 
ce quelle etait du temps d’Euler, Clairaut et d’Alembert. Je verrais done 
avee beaucoup de plaisir, mon cher diseiple (car vous me permettrez de 
vous donner ce nom A raison de mon anciennete, sauf a vous A user du 
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m&eme droit un jour envers qui il appartiendra) que vous ouyrissiez dans 
cette theorie une nouvelle porte qui nous conduisit & des resultats plus 
preeis et plus exacts que tout ce qui a £t6 fait jusqwiei. Jaurais un double 
plaisir si ces nouveaux resultats etaient obtenues par le secours de nos 
fonetions elliptiques qui vous appartiennent autant qu’& moi, quoique vous 
ne vouliez pas exprimer la m@me chose par le m&me nom. 

Je ne puis voir ma page finir sans vous remercier de la peine que 
vous avez prise de donner dans le Journal de M. Crelle un extrait de mon 
3° supplement. Je n’ai pas le bonheur d’entendre la langue dont vous vous 
etes servi, mais je sais que vous avez dit beaucoup de bien de mon nou- 
veau travail qui sera sans doute le dernier. Car je vais bientöt entrer dans 
ma 81° annee et A cei äge il faut sappliquer foreement ladage salve se- 
nectutem. Yn attendant je vous envole um petit opuseule de geometrie ele- 
mentaire qui est le resultat d’une longue suite de reflexions faites et re- 
nouvelees A de grands intervalles de temps. Peut-Etre ce petit opuscule 
trouvera-t-1l plus de lecteurs que mes meilleurs ouvrages, mais sil a votre 
approbation, cela me suffit. 

Agreez, Monsieur, l’expression des sentiments d’estime et dattache- 
ment bien sincere que je vous ai voues pour toujours. Ma femme vous fait 
mille compliments ainsi qu’a votre aimable epouse. Eile desire ainsi que 
moi que vous nous lameniez quelque jour. 

Votre devoue serviteur 


Le Gendre. 
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Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen. 
(Von Herrn H. A. Schwarz in Zürich). 


‘Unter Benutzung einiger von dem Herrn Verfasser gewünschten Aenderungen aus dem XIX. Jahr- 
gange der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich abgedruckt.‘ 


Di: Variationsreehnung zeigt, dass dasjenige Flächenstück. welches 
unter allen von derselben Randlinie begrenzten Flächenstücken möglichst 
kleinen Flächeninhalt hat, in jedem seiner Punkte gleich grosse und ent- 
gegengesetzt gerichtete Hauptkrümmungsradien besitzen muss. Da nun 
auch umgekehrt allen Flächen, deren mittlere Krümmung in jedem ihrer 
Punkte gleich Null ist, die Eigenschaft zukommt, dass sich Stücke der- 
selben abgrenzen lassen, welche unter allen je von denselben Randlinien 
begrenzten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzen, so werden 
die in itede stehenden Flächen überhaupt Flächen kleinsten Flächeninhalts 
oder kurz Minimalflächen genannt. Die Titel einer grossen Anzahl von Ab- 
handlungen, welche sich auf diese Flächen beziehen, findet man. zumeist 
mit einer mehr oder weniger ausführlichen Inhaltsangabe in den Einleitungen 
der beiden Schriften: 
„Leber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung.“ 
Kine Abhandlung von Bernhard Riemann. Bearbeitet von K. Hattendorff. 
13. Bd. der Abhandl. der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen. 1867; 
„Sulle proprietä generali delle superfieie d’area minima.“ Mem. del 
prof. E. Beltrami. Memorie dell’ Accademia delle Seienze dell’ Istituto 
di Bologna. Serie 2, Tomo VII, 1868; 

und in den beiden Werken: 
Todhunter, History of the Progress of the Ualeulus of Variations, Cam- 
bridge and London, 1861; 
J. Plateau, Statique experimentale et theorique des Liquides, 2 vol. Gand 
et Leipzig, 1875 

angeführt, auf welche hier verwiesen wird. 

Der Umstand, dass die Bedingung für das Eintreten des stabilen 
Gleichgewichtszustandes einer flüssigen Lamelle, auf welche äussere Kräfte 
nur längs des Randes einwirken, übereinstimmt mit der Bedingung, dass 
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diese Lamelle innerhalb der Begrenzung, an welcher sie adhärirt, ein Minimum 
von Oberfläche besitze, ist von Herrn Plateau mit glückliehstem Erfolge 
dazu benutzt worden, um Stücke von Minimalflächen, deren Begrenzung 
in mannigfaltiger Weise vorgeschrieben werden kann, auf physikalischem 
Wege zur Anschauung zu bringen. Die grosse Vergänglichkeit der aus 
eewöhnlichem Seifenwasser gebildeten Lamellen legte den Wunsch nahe. 
zu dem angegebenen Zwecke eine Flüssigkeit benutzen zu können. deren 
Lamellen längere Zeit andauern. Dieser Forderung entspricht in hohem 
Grade eine Flüssigkeit, welche Herr Plateau bereiten gelehrt hat und welche 
unter dem Namen des Plateauschen Glycerinseifenwassers bekannt ist: 
mittelst desselben gelingt es auf die einfachste Weise, Stücke von Minimal- 
flächen durch flüssiee Lamellen zur Anschauung zu bringen, welche unter 
einstigen Umständen stundenlang andauern. Besonderen Anspruch auf Dank 
hat Herr Plateau sich neuerdings auch dadurch erworben, dass derselbe seine 
zahlreichen Untersuchungen über den Gleichgewiehtszustand der Flüssige- 
keiten, die Früchte jahrelanger vom schönsten Erfolge gekrönter Forschungen. 
in Verbindung mit einer eingehenden Würdigung der einschlägigen Arbeiten 
anderer Physiker und Mathematiker, gesammelt in zwei Bänden unter dem 
oben angeführten Titel, allen denen leicht zugänglich gemacht hat, welche 
nicht die Gelegenheit haben, diese inhaltreichen Abhandlungen aus den 
Schriften der belgischen Akademie, in welchen sie zuerst veröffentlicht 
worden sind, kennen zu lernen. 

Die Mittheilung der vorliegenden Miscellen geht aus dem Wunsche 
hervor, zur Verbreitung des Interesses für die in so mannigfacher Beziehung 
merkwürdigen Minimaltlächen etwas beizutragen. Llerr W. Fiedler erwies 
dem Verfasser die Ehre, der jüngst erschienenen zweiten Auflage der 
deutschen Ausgabe der Salmonschen Raumgeometrie einen Auszug aus dem 
Folgenden als Anhang beizugeben. 


I. 

Einen wiehtigen Schritt zur Erforschung geometrischer Kigenschaften 

der Minimalflächen that Herr Ossian Bonnet (siehe dessen Abhandlung: 
Lioueilles Journal, 2. Serie, Tome V., p. 221 252, 1860), indem derselbe 
die bekannte durch parallele Normalen vermittelte Beziehung der Punkte 
einer krummen Fläche zu den Punkten einer Kugelflläche vom Radius | 
der Untersuchung der Minimalflächen zu Grunde legte. Es ergab sich 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 36 
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hierbei (l. e. pag. 227, Formel 53) das folgenreiche Resultat, dass das Quadrat 
des Linienelementes einer Minimalfläche an jeder Stelle dem Quadrate des 
entsprechenden Linienelementes der Kugelfläche proportional ist. Herr 
Ossian Bonnet zog hieraus den Schluss, dass die den Meridianen und Par- 
allelkreisen der Kugelfläche entsprechenden Linien einer Minimalfläche sich 
nicht nur stets rechtwinklig schneiden, wie bereits Herr’ Minding im Jahre 
1849 gefunden hatte (dieses Journal, Bd. 44, pag. 70), sondern dass die- 
selben, was noch mehr besagt, ein System sogenannter isometrischer Linien 
bilden, d. h. solcher Linien, welche die Fläche in unendlich kleine Quadrate 
zu theilen vermögen, — und dass überhaupt jedem Systeme von isometrl- 
schen Linien auf der Kugelfläche ein System isometrischer Linien auf der 
Minimalfläche entsprieht. Nun ist aber mit jedem CUurvensystem auf einer 
Fläche, welches dieselbe in unendlich kleine Quadrate zu theilen vermag (vergl. 
Liouvilles Journal, Tome XII., pag. 294, 1847), eine conforme Abbildung 


< 


dieser Fläche auf eine Ebene verbunden, bei welcher jeder von den beiden 
das Curvensystem bildenden Schaaren von Curven auf der Fläche eine 
Schaar paralleler Geraden in der Ebene entspricht. Mit Rücksicht auf die 


Gaussische Auflösung der Aufgabe: die Theile einer gegebenen Fläche auf 


einer anderen gegebenen Fläche conform, d.h. in den kleinsten Theilen 
ähnlich abzubilden, enthält daher die von Herrn Ossian Bonnet gegebene 
Formel nicht allein den Satz, dass bei der durch parallele Normalen ver- 
mittelten Zuordnung der Punkte einer Minimalfläche und einer Kugelfläche 
entsprechende Linienelemente an jeder Stelle einander proportional sind, 
sondern auch den Satz, dass durch die erwähnte Zuordnung jede der beiden 
Flächen auf die andere eonform abgebildet wird. Denn nach dem Ergeh- 
nisse der Gaussischen Untersuchung sind diese beiden Sätze vollkommen äqui- 
valent und jeder derselben ist eine unmittelbare Folge des Satzes, welcher in 
der erwähnten Ossian Bonnetschen Formel seinen analytischen Ausdruck findet. 

Man kann den angeführten und einige andere allgemeine Sätze, 
welche Minimalflächen betreffen, auf einfache Weise ableiten, indem man die 
unabhängigen Variablen p, g, als deren Funetionen die reehtwinkligen Coor- 
dinaten x, y, 3 eines Punktes der Minimalfläche betrachtet werden, so wählt, 
dass die Curven p = const. mit der einen, die Curven q = const. mit der an- 
deren Schaar der Kriimmungslinien der Fläche zusammenfallen. Bezeichnen 
X, Y, Z die Cosinus der Winkel, welehe diejenige Richtung der Normale 
der Minimalfläche in dem Punkte x, y, 3 mit den Coordinatenaxen bildet, 
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welche mit der Richtung des der een p = eonst. angehörenden 
Hauptkrümmungsradius eg der Fläche in diesem Punkte zusammenfällt, so 
erhält man in Folge des Parallelismus on Kiementes einer Krümmungslinie 
und seines sphärischen Bildes und des bekannten Verhältnisses der Längen 
beider (vergl. einen Aufsatz von Rodrigues, Correspondance sur VEcole po- 
Iytechnique, vol. IL, pag. 162, 1815, und einen Aufsatz des Herrn Wein- 
8. ID DEN 1362) 


(_ 


de = Rei - dp — = dq). 


op 
oY 
dy = ie dp — da dq), 
dz = - 0(& Ip dp — = - „) 


(3 +Ha)+) :E, 


X,0X |, aY.0Y 02.02 75 
0 _ .— —- — .— — '. 


op og op 2 cp og 


CAEICALA ET, 


so ist wegen der Orthogonalität u Curven p = eonst. und g = const. F=U, 


garten, dieses Journal, Bd. 62, pa 


Setzt man hierauf 


und man erhält, wenn d! das Linienelement der Minimalfläche, dL das ent- 
sprechende Linienelement der Kugellläche X’+Y’+Z°= 1 bezeichnet, 

dF = (de)’+(dy)'+ (ds) = go (Edp'4Gdg) = o’((dAX)+(dY)-+(dZ)) = oe dl. 
Diese Gleichung sagt aus, dass bei der durch parallele Normalen ver- 
mittelten Beziehung der Punkte einer Minimalfläche zu den Punkten eineı 
Kugelfläche vom Radius 1 die erstere auf die letztere eonform abgebildet 
wird und dass hierbei die lineare Vergrösserung an jeder einzelnen Stelle 
dem reciproken Werthe des Hauptkrümmungsradius gleich ist. Weil die Aus 
drücke für dr, dy, dz vollständige Differentiale sein müssen, so müssen dieselben 
der bekannten Integrabilitätsbedingung genügen. Stellt man diese Bedingung 


für die drei Ausdrücke auf, so erhält man mit leichter Mühe die Gleichungen 
#; 
/ Ze Bi 
oE)=Q, öp (o@ - 4), 


Hieraus folgt, dass gE eine Funetion von p allein, e@ eine Funetion von 
q allein ist. Führt man daher mittelst der Gleichungen 


dpı = yeE.dp, dq, = yyG.dg 


36 * 





u 
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zwei neue Variable ein und wählt diese zu unabhängigen Variablen, be- 
zeichnei dieselben auch der Einfachheit halber wieder mit p, q. so hat man 


zu setzen 


\ y | "s) ) ) ) ! ? I- lı p 
E=G=—, d=oeidp+dg), dL'- BL EHIEN) 


d 0 
\ 


% 


Hieraus ergiebt sich der von Herrn Ossian Bonnet zuerst ausgesprochene 


durch ihre beiden Schaaren von Krümmungslinien in unendlich kleine Qua- 
drate oetheilt werden kann, oder mit anderen Worten: Jede Minimalflläche 
kann in der Art auf eine Ebene conform abgebildet werden, dass den beiden 
Schaaren Krümmungslinien zwei Schaaren von parallelen Geraden (p=eonst.. 
q = eonst.) entsprechen, und zwar ist das Vergrösserungsverhältniss bei 
dieser Abbildung der Quadratwurzel aus der Länge des Hauptkrümmungs- 
vadius in dem betrachteten Punkte der Minimallläche umgekehrt proportional. 
Bei dieser Abbildung entspricht zugleich jeder Asvmptotenlinie der Minimal- 


fläche, welche die Schaar der Krümmungslinien unter 45° schneidet, und 


ist überall der Quadratwurzel aus dem Hauptkrümmungsradius der Minimal- 
fläche direet proportional. 


11. 
“ührt man nun mit Herm Weierstrass (Monatsberichte der Berlineı 

Akademie, 1566, pag. 618) die complexen Grössen 

X-4Yi nu 

3 ee 7 
als neue Variable ein, von welchen die erste dureh einen Punkt der XY- 
Hbene geometrisch repräsentirt wird, welcher bei der stereographischen Pro- 
jeetion der Kugellläche vom Punkte X=0, Y=0, Z=1 aus auf die 
Aequatorebene Z=0 dem Punkte A, Y, Z der Kugel entspricht, so er- 
hält man 


Ku a HT 
ss, +1 i ss 1 ss +1 
\2 Fx2 17 ZU. Ads ..ds l = ] ? 
(dXY+(dYP+(d2? = — = rdg 


(SS; 1) 0 


nun ds.ds, das Guadrat des Linienelementes in der Ebene bedeutet. 


Satz (Uomptes rendus 1855, Tome 37, pag. 552), dass eine Minimallläche 


überhaupt jeder isogonalen Trajeetorie der Krümmungslinien eine gerade 
linie. Man kann den obigen Satz auch aussprechen wie folgt: Der Ab- 


stand zweier unendlich benachbarten Krümmungslinien einer Minimallläche 


der 
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deren Punkte die complexe Grösse s geometrisch darstellen, und da dieses 
Linienelement dem Linienelemente in der Ebene der complexen Grösse 
p+gi proportional ist, wie die vorstehende Gleichung lehrt, so ist jede der 
beiden Ebenen eine conforme Abbildung der anderen, also ist die complexe 
Grösse s entweder eine Funetion des eomplexen Argumentes 9 =p+-gqi, 
oder des eomplexen Argumentes 0, =p-—gi. Man kann also, indem man 
nöthigenfalls qg mit —q vertauscht, allgemein 


serie), 4=ftle,) 
setzen, wo f und f, zwei conjugirte analytische Funetionen bezeichnen. 
Drückt man alle übrigen Grössen durch die Grössen s, s;. 0, 6, aus, 80 


erhält man 


| ‚, do do 
ie 2 N rain 
dl’ - : (ss, +1) ( en | ( n ) -ds ds,. 
da 2 i-e ( = ) ds | : (1-si) es ) ER 
dy : - I+s e- ) de 1+5 (= bo )dsı 
ds = | el = ) ds : s (@e }; ds,. 


(Vergl. die Abhandlung des Herrn Enneper, Zeitschrift für Mathematik 1564, 
Band IX., pag. 107.) Betrachtet man nun s und s, als unabhängige Variable, 


während &:s) eine Funetion von s bezeichnet, welche dureh die Gleichung 


e- 
HT) 


bestimmt ist, so ergiebt sich, wenn der vorgesetzte Buchstabe R bedeutet, 
dass der reelle Theil der nachfolgenden eomplexen Grösse genommen 


werden soll (vergl. Monatsberichte 1866, pag. 619). 
= xy -s)% (s)ds, 
y= N iA-+-s)E(s) ds. 


= R/ 25% (s) ds. 


dl’ — da’ -+dy + das’ = (141 ss) 8 is) dı (sı)ds.ds,. 


f nr f r LT, > Or ef‘ a rta po awva (Irfaca 
o—=1(14ss) YE(8).dı (si), wo R,/s,) die zu $(s) conjugirte eomplexe Grösse 


. 





hen 
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bezeichnet. Zu jeder Function $(s) des eomplexen Argumentes s gehört 
in Folge dieser Formeln eine Minimalfläche und zwar ist diese Fläche, wie 
Herr Weierstrass nachgewiesen hat (a. a. ©. pag. 621), stets dann und nur 
dann eine algebraische Fläche, wenn die Funetion %(s) die dritte Ableitung 
einer algebraischen Function von s ist. 

Weil die Gleichungen für de, dy, ds in Bezug auf die Funetion 
%(s) linear sind, so erhält man, wenn man nach der Reihe für &(s) setzt 
pls), Ps), P(s)+Yr(s), folgenden allgemeinen Satz: Ordnet man die 
Punkte zweier Minimalflächen F, und F, in der Weise einander zu, dass 
die Normalen beider Flächen in entsprechenden Punkten einander parallel 
sind, und eonstruirt zu jedem Paare entsprechender Punkte von F, und F, 
einen dritten Punkt, dessen Coordinaten bezüglich die Summen der gleich- 
namigen Coordinaten der beiden entsprechenden Punkte sind, so beschreibt 
auch dieser dritte Punkt eine Minimalfläche und die Tangentialebenen in 
entsprechenden Punkten der drei Minimaltlächen sind einander parallel. 
Dieser Satz wurde im Jahre 1865 von Herrn Weierstrass (en damaligen 
Mitgliedern des an der Berliner Universität bestehenden mathematischen 
Seminars mitgetheilt. Dass bei der angegebenen Construction jede der drei 
Minimalflächen auf die beiden anderen conform abgebildet wird, ergiebt sich 
sowohl aus der Proportionalität entsprechender Linienelemente der drei 
Flächen, als auch daraus, dass jede derselben dureh parallele Normalen auf 
die Kugelfläche conform abgebildet wird. 


11. 

Ersetzt man die Funetion & (s) durch e“&(s), wo « eine reelle Grösse 
ist, und dem entsprechend %,(s,) durch e”“%,(s,), so erhält man, da das 
Linienelement der Minimalfläche hierbei nicht geändert wird, eine Biegungs- 
fläche der vorigen Fläche, welche wieder eine Minimalfläche ist. Hierbei 
entsprechen die Krümmungslinien der Biegungsfläche einer Schaar von 
Curven, welche die Krümmungslinien der ursprünglichen Fläche unter dem 
Winkel 4«& schneiden, denn es geht do in e“do über. Die reelle Grösse 
e kann als ein variabler Parameter aufgefasst werden: Es ist also möglich, 
Theile einer Minimalfläche auf stetige Weise mit einem variablen Parameter 
so zu biegen, dass dieselben während der Biegung beständig Minimaltlächen 
bleiben. Jede Schaar von Curven, welche die Krümmungslinien der ur- 
sprünglichen Fläche unter demselben constanten Winkel schneiden, wird bei 
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dieser Biegung einmal zu einer Schaar von Krümmungslinien. Auch gilt 
der Satz, dass die bei der Multiplieation von %(s) mit e“ entstehenden Bie- 
gungen einer Minimalfläche die einzigen Biegungen derselben sind, bei 
welchen sie die Eigenschaft, Minimalfläche zu sein, beibehält. 

Ienkt man sich während der Biegung, indem man « als variabel 
betrachtet, einen Punkt des gebogenen Flächentheiles festgehalten, was durch 
passende Verfügung über die dureh die Integration eingeführten Constanten 
erreicht wird, so geht die Biegung den obigen Formeln zufolge in der Art 
vor sich, dass die Tangentialebenen in allen entsprechenden Punkten par- 
allel sind und dass die Tıangenten je zweier entsprechenden Linienelemente 
mit einander den Winkel « eimschliessen. ‚Jeder Punkt des Minimalflächen- 
stückes beschreibt während der Biegung eine Ellipse, deren Mittelpunkt der 
festgehaltene Punkt ist. 

Einen speciellen Fall dieser Biegung, welcher dem Werthe «= +4 
entspricht, kennt man dureh eine kurze Notiz des Herrn Ossian Bonnet seit 
dem Jahre 1853 (Comptes rendus T. 37, pag. 532). Bezeichnen x, y, 3 die 


. 


Coordinaten des dem Punkte x, y, z unter der Voraussetzung e = —4n 


nach der Biegung entsprechenden Punktes, so erhält man einerseits die Glei- 


chungen 
dv = Rs )i$ (s)ds], 
dy = +R[(l+8°)%(s)ds], 
ds = —-R2siis(s)ds|, 


andererseits ergeben sich aus den Gleichungen 
de +dy+dz = de’+dy +dz’, 
dıde +dydy+d3dz = 0, 
Adı-+-Yady+ Zd; = 0 
bei richtiger Bestimmung des Vorzeichens folgende Ausdrücke 
dv = Zdy— Ydz, dy= Ads —-Zda, dyj= Ydz— Xdy. 
Hierbei erhält man beiläufig den Satz, dass die auf der rechten Seite der 
vorstehenden Gleichungen stehenden Ausdrücke vollständige Differentiale 
sind. was einer bekannten Form der partiellen Differentialgleichung der 
Minimalflächen entspricht. (Lagrange, Oeuvres 'T. I., pag. 356.) 
Ueber den allgemeineren Fall der Biegung emer Minimalfläche unter 
der Bedingung, dass sie die Eigenschaft behält, Minimalfläche zu sein, ver- 
eleiche man Ossian Bonnet, Journal de V’ Ecole polytechnique, cah. 42, (1860) 
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1867 pag. 7-15 und die Monographie: „Ueber Raumeurven und Flächen“ 
von K. Peterson, Leipzig bei Franz Wagner, 1868, pag. 66 und 72. 





we 
IV. ge 
Bezeichnet man die drei Grössen 
A 65 
c+ri =f 1-s)%(s)ds, 

yıyi= JS iHS)ELs)ds, di 
8. F' 
+3: = J 25% (s)ds 0] 
| in 
beziehlich mit U, Y, W*) und führt statt s irgend eine Funetion f von s 0 
als neue unabhängige Variable ein, so erhält man folgenden Satz: Sind q) 
U, V, W im Sinne der neueren Functionentheorie drei Functionen derselben G 
eomplexen Grösse f, welche die Eigenschaft besitzen, dass die Summe der n 
(Juadrate ihrer Ableitungen ’ 
6) (> | ee y r 
aa [ 
identisch gleich Null ist, so stellen die Gleichungen l 
z=AU, y=-Al, s=-AMW, I 
a 

wenn r, y, z rechtwinklige Punkteoordinaten bezeichnen und der Buchstabe 
Y > .. . . r . . . . ( 
X die oben erklärte Bedeutung hat, in allgemeinster Weise eine Minimal- . 
fläche dar. Diese Gleichungen stehen übrigens mit den von Monge (Appli- 


eation de l’Analyse a la Geometrie, edition de M. Liouville pag. 219 et 220) 
gegebenen auf derselben Stufe. 

Werden die drei ecomplexen Grössen U, V, W in drei Ebenen durch 
Punkte geometrisch dargestellt, so ergeben sich drei eonforme Abbildungen 
der betrachteten Minimalfläche auf diese drei Ebenen. Da nun den Curven. 
in welchen die Minimalfläche von der Ebenenschaar z = const. geschnitten 
wird, in der Ebene der ecomplexen Grösse W eine Schaar von parallelen 
(eraden entspricht, welche die reelle Axe dieser Ebene rechtwinklig schneiden, 
so bilden die Uurven z = eonst. (Niveaueurven) nebst ihren orthogonalen 

*) Die Bezeiehnung ist geändert worden, um die Buchstaben x, », w, welche 


irüher an dieser Stelle standen, zur Bezeiehnung unabhängig veränderlicher Grössen 
verwenden zu können. 
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Trajeetorien, den Curven des stärksten Falles, ein isometrisches Curven- 


system auf der Fläche. Dieser Satz gilt unverändert für alle Curven, in 
welchen eine Minimalfläche von irgend einer Schaar von parallelen Ebenen 
geschnitten wird, und deren orthogonale Trajectorien. 

Bezeiehnet man die zu den Grössen U, V, W eonjugirten eomplexen 
Grössen mit U), V,, W,. so ergiebt sich 

dl’ = de’ +dy’+ds’ = 4 dU.dU,-+dV.dV,+dW.dW,\. 

Man verdankt Riemann eine interessante geometrische Interpretation 
dieses Satzes (S. Art. 7 der oben erwähnten Abhandlung). Nach der obigen 
Formel ist zunächst das Quadrat «es Linienelementes der Minimalfläche 
gleich der halben Summe der Quadrate der entsprechenden Linienelemente 


in den Ebenen der eomplexen Grössen U, V, W. Da nun die Linearver- 


b 
srösserung bei der conformen Abbildunz in irgend einem Punkte nach 
allen Richtungen dieselbe ist, so ist die Flächenvergrösserung gleich dem 
(Quadrate der Linearvergrösserung. Also ist das Flächenelement der Mi- 
nimalfläche gleich der halben Summe der entsprechenden Flächenelemente 
in den Ebenen der complexen Grössen U, V, W, und dasselbe gilt von ganzen 
Flächentheilen der Minimalläche und deren eonformen Abbildungen auf den 
Ebenen der Grössen U, V, W. Werden nun die Flächenelemente in diesen 
Ebenen beziehungsweise durch dx.dx, dy.dy, dz.d; bezeichnet (wobei zu be- 
merken ist, dass diese Produete in Folge der soeben getroffenen Festsetzung 
nicht mehr dieselbe Bedeutung haben, wie vorher), so wird durch den an- 
gegebenen Satz die Berechnung des Flächeninhalts eines gegebenen Stückes 
M einer Minimalfläche auf die Berechnung des Integrales 


If dr.de+ dy.dy-+dz.d;) 


zurückgeführt. (Man vergl. die Formel 5 des Art. 6 der eitirten Abhandlung.) 
Dieses Doppelintegral geht aber, wenn die Integration in Bezug auf 
X, y, z ausgeführt wird, in das über die Begrenzung von M zu erstreckende 
einfache Integral 
I fwdc+y dy+2d3 
über, welchem man auch die Gestalt 
Ä,.. 8,5921 


ee U 2 52 


t/ | y 23 


de, dy, dz 
geben kann. 
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Das Element des letzteren Integrals kann nun wie folgt geometrisch 
interpretirt werden. 

Man verbinde die Endpunkte eines Elementes d/ der Begrenzung von 
M durch geradlinige Strecken mit dem Coordinatenanfang und bezeichne 
den Flächeninhalt des hierdurch entstandenen Dreiecks mit df; w sei der 
Neigungswinkel der Ebene dieses Dreiecks gegen die Tangentialebene von 
M an der betrachteten Randstelle. Dann ist 


> [7 
A, Y, L\ 
|, 9  3|= cosw.df. 


dx, dy, dz | 


Denkt man sich diese Construction für alle Elemente der Begren- 
zungslinie von M ausgeführt, so bildet die Gesammtheit der Dreiecke eine 
bestimmte Kegelfläche, deren Seiten den Coordinatenanfang mit allen Punkten 
der Begrenzungslinie von M verbinden. Tritt nun der specielle Fall ein, 
dass diese Kegelfläche gegen die Minimalfläche längs der Begrenzung unter 
constantem Winkel ® geneigt ist, so ist der Flächeninhalt des Minimal- 
flächenstückes gleich dem Producte aus dem Flächeninhalt der Kegelfläche 
und dem Cosinus des Neigungswinkels beider Flächen gegen einander. 
Insbesondere ist der Flächeninhalt der Minimalfläche dem Flächeninhalt der 
Kegellläche gleich, wenn jener Winkel überall gleich Null ist. 

Diese den Flächeninhalt von Minimalflächenstücken betreffenden Sätze, 
von welchen specielle Fälle (Lindelöf-Moigno, Calcul des variations 
pag. 210— 212, 1861) schon seit längerer Zeit bekannt sind, lassen sich 
auch sehr einfach auf mehr geometrischem Wege beweisen, wenn man eine 
Schaar ähnlicher und ähnlich gelegener Minimalflächenstücke betrachtet 
und die Differenz des Flächeninhalts zweier unendlich benachbarten in 
doppelter Weise ausdrückt. 


V. 

Setzt man in den Formeln, durch welche die Grössen U, Y, W 
eingeführt wurden, für dr, dy, dz; ihre durch X, Y, Z, dx, dy, ds aus- 
sedrückten Werthe, so ergeben sich die, wie mir scheint, bemerkenswerthen 
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U= »+ifZay — Ydz), | 


V=y +if (Xds—Zdr 


W = 3+i (Ydr- Ady), 





welche zu einer explieiten Lösung folgender Aufgabe führen: Es soll eine 
Minimalfläche analytisch bestimmt werden, welche durch eine beliebige vor- 
geschriebene analytische Linie hindurehgeht und längs dieser Linie in jedem 
Punkte eine vorgeschriebene Normale besitzt, deren Lage sich längs der 
gegebenen analytischen Linie nach einem gegebenen analytischen Ge- 
setze ändert. 

Denkt man sich nämlich die Coordinaten x, y, 3 eines beliebigen 
Punktes der vorgeschriebenen Linie und ebenso X, Y, Z, die Cosinus der 
Winkel, welche die vorgeschriebene Normale in dem betrachteten Punkte 
mit den Coordinatenaxen bildet, als analytische Functionen einer reellen 
Variablen # gegeben, so dass also die Gleichungen 

X+Y+Z=1, Adıe+Ydy+Zds = 0 
identisch befriedigt sind, so sind die Funetionen U, V, W für die reellen 
Werthe von f abgesehen von additiven rein imaginären Constanten, auf 


welche es hier nicht ankommt, eindeutig bestimmt und befriedigen die Glei- 


ben] 
chungen 
XdU+-YdaV+ZaW=0, (dU)’+(dV”’+(dW)—-0 
identisch. 
Weil aber die Funetionen U, V, W analytische Funetionen der Va- 
riablen £ sind, so haben dieselben auch für alle complexen Werthe von £, 
welche diese Variable als Argument der analytischen Funetionen z, 9, 2, 


X, Y, Z annehmen kann, eine bestimmte Bedeutung, während die Gleichungen 


g, 
XdU-+-YdVY+ZdaW=0, (dU)+(dV)-+-(dW =0 
unverändert bestehen bleiben. Wenn man nun der Variablen £ auch diese 
eomplexen Werthe beilegt, so stellen die Gleichungen 
2-RU, RAR, S-RW 


eine Minimalfläche dar, welche die vorgeschriebenen Eigenschaften besitzt. 





Aus dem Vorhergehenden kann auch der Schluss gezogen werden, 
dass es unter den angegebenen Voraussetzungen nur eine einzige Mi- 
nimalfläche giebt, welche den gestellten Bedingungen genügt. Denn. be- 
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trachtet man an Stelle der Grösse t wieder die Grösse 
X+fYi 

ee 

als unabhängige Variable, so sind die Functionen U, V, W des complexen 
Argumentes s in Folge der obigen Gleichungen längs einer Linie, nämlich 
für diejenigen Werthe von s, welche den vorgeschriebenen Normalen ent- 
sprechen, durch die gestellten Bedingungen dem Werthe nach bis auf addi- 
tive rein imaginäre Constanten, welche willkürlich angenommen werden 
können, bestimmt. Nach einem bekannten Satze der Theorie der analytischen 
Funetionen, dessen Voraussetzungen im vorliegenden Falle erfüllt sind, ist 
aber eine Funetion complexen Argumentes vollständig bestimmt, sobald deren 


vereben sind. 


Werthe längs einer Linie 

Hieraus ergiebt sich folgender allgemeine Satz: Wenn zwei Minimal- 
flächen eine Linie gemeinsam haben und wenn längs dieser Linie die Nor- 
malen beider Flächen zusammenfallen, so fallen beide Flächen, beziehungs- 
weise deren analytische Fortsetzungen, in ihrer ganzen Ausdehnung mit 
einander zusammen. 

Dieser Satz, dessen Kenntniss ich einer gütigen mündlichen Mittheilung 
des Herrn Weierstrass verdanke, enthält als specielle Fälle folgende beiden Sätze: 

l. Jede auf einem Stücke einer Minimalfläche liegende gerade Linie 
ist eine Symmetrieaxe der dureh analytische Fortsetzung dieses Stückes ent- 
stehenden Minimalfläche. 

2. Wenn auf einem Stücke einer Minimalfläche eine ebene Curve 
tiegt, längs welcher die Tlangentialebene der Fläche und die Ebene der 
Curve mit einander einen rechten Winkel einschliessen, so ist die Ebene 
dieser Curve eine Symmetrie-Ebene derjenigen Minimalfläche, welche durch 
analytische Fortsetzung dieses Stückes entsteht. 

Eine Anwendung dieser Sätze enthält ein in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom Jahre 1872, pag. 3— 27 veröffentlichter Aufsatz 
des Verfassers. 

Die allgemeine Aufgabe, durch eine vorgeschriebene Linie eine Mi- 
nimaltläche zu legen, deren Normalen längs der Linie ebenfalls vorgeschrieben 
sind, ist schon vor längerer Zeit von Björling, später von den Herren Ossian 
bonnet und Mathet in Angriff genommen worden. 

Mit Hülfe der obigen Formeln kann man leicht alle Minimalflächen 
bestimmen, welche zugleich geradlinige Flächen sind. 
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Wählt man nämlich eine beliebige Erzeugende einer geradlinigen 


Minimalfläche zur z-Axe, die diese Erzeugende und deren unendlich benach- 
barte rechtwinklig schneidende Gerade zur z-Axe eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems, so ist es stets möglich, eine Uonstante a so zu bestimmen, 
Y 


dass s=a-- die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloides darstellt, 


welches die Minimalfläche längs der Geraden y=0, z=0 berührt. Man 


n , r ' r —-ü r T 
hat also zu setzen y=0, 3=0, A=0, Y= ———, Z= ———— oder 
ya—+x yaı+-x 
Bi ji . u —1 2 vr L 
besser = — -sin(fi), y=0, 53=0, A=0, Y=—— ——, Z=—tg(fi) und 
) cos(te) ) 
erhält dann ohne Mühe 
z = aarcig y 
= aarctg- 


als Gleichung der Minimalfläche selbst. Hieraus ergiebt sich der >Natz: 
Jede geradlinige Minimalfläche ist entweder eine Ebene oder eine Schrauben- 
fläche, deren erzeugende Geraden von der Axe der Schraubenfläche recht- 
winklig geschnitten werden. 

Für diesen Satz giebt es eine Anzahl verschiedener Beweise, welche 
man den Herren 0. Bonnet, Catalan, M. Roberts, Serret u. A. verdankt. 

Man kann nun die Lösung der allgemein gestellten Aufgabe für 
einige specielle Fälle durchführen. 

I. Es wird die Minimalfläche gesucht, welche das hyperbolische 
Paraboloid 22 = a(z’—y’) längs der Schnittlinie desselben mit dem Rotations- 
eylinder &+y’=1 berührt. 

Die gesuchte Fläche ist eine algebraische. 

2. Für welche Minimalfläche ist eine Parabel eine geodätische Linie? 

Man erhält dieselbe transcendente Fläche, für welche Herr Catalan 
(Comptes rendus. Tome 41, pag. 1019, 1855; Journal de V’Ecole polytechnique, 
cah. 37, pag. 160— 163, 1858) eine geometrische Construction gegeben hat. 

3. Für welche Minimalfläche ist eine Ellipse eine geodätische Linie? 

Man erhält eine transcendente Fläche, auf welcher eine einfach un- 
endliche Schaar von Raumeurven vierten Grades liegt, von denen jede einen 
isolirten Doppelpunkt besitzt *), Die sphärischen Bilder dieser Uurven 
vierten Grades sind confocale sphärische Kegelschnitte. 


*) Längs jeder Curve der Schaar wird die betrachtete Fläche von einem Kegel 
zweiten Grades berührt, dessen Mittelpunkt mit dem isolirten Doppelpunkte der Curve 
zusammenfällt. (Späterer Zusatz.) 








Schwarz, Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen. 


VI 
Die Aufgabe, durch eine geschlossene analytische Linie Z eine Mi- 
nimalfläche zu legen, auf welcher diese Linie ein in seinem Innern von sin- 
eulären Stellen freies, einfach zusammenhängendes Flächenstück begrenzt, 
ist, wenn man von dem trivialen Falle absieht, in welchem die vorgeschrie- 
bene Linie Z eine ebene Curve ist, bis jetzt noch in keinem einzigen Falle 
selöst worden, obwohl Gergonne im Jahre 1816 die Aufmerksamkeit der 
Mathematiker gerade auf diese Aufgabe hingelenkt und im 7. Bande seines 
Journals (pag. 68) eine bestimmte Aufgabe dieser Art gestellt hat. 

Die analoge Aufgabe hingegen, bei welcher die vorgeschriebene Linie 
L von einer Anzahl geradliniger Streeken gebildet wird, ist in der neuesten 
Zeit von Riemann und Weierstrass in vollster Allgemeinheit gelöst worden. 
Die Veröffentlichung der von Herrn Weierstrass benutzten Untersuchungs- 
methode steht noch bevor. Von den Untersuchungen Riemanns auf diesem 
(rebiete giebt die oben erwähnte posthume Abhandlung Kunde. 

In Bezug auf die specielle Minimalfläche, deren Begrenzung als ein 
von vier Kanten eines regulären Tetraeders gebildetes Vierseit vorgeschrieben 
ist, sei verwiesen auf eine in den Monatsberiehten der Berliner Akademie 
vom Jahre 1865 (pag. 149—155) enthaltene Notiz und auf die Monographie 
des Verfassers: Bestimmung einer speciellen Minimalfläche. Berlin 1871 
bei Harrwitz und Gossmann. 


vn. 

Die einzige unzerlegbare Fläche zweiten Grades und zweiter Klasse, 
welche im analytischen Sinne als eine Minimalfläche aufgefasst werden kann, 
ıst die Kugeltläche, deren Radius gleich Null ist. Die Frage aber, welches 
die unzerlegbaren algebraischen Minimalflächen des nächst höheren Grades, 
beziehungsweise der nächst höheren Klasse sind, sieht noch ‚ihrer Beant- 
wortung enigegen. 

Von den Punktsingularitäten, welche eine algebraische Minimalfläche 
haben kann, und dem Verhalten einer solchen Fläche im Unendlichen handelt 
ein Aufsatz des Herrn Geiser, Leipziger Annalen, Band 3, pag. 530—534. 
(1871). 

Die Minimalflächen, für welche die eine Schaar der Krümmungs- 
linien eine Schaar ebener Curven ist, haben die Eigenschaft, dass auch die 
andere Schaar der Krümmungslinien von ebenen Curven gebildet wird. Zu 
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diesen Flächen, welche von Herrn Ossian Bonnet, (Comptes rendus, Tome 41. 
pag. 1058, 1855) analytisch bestimmt worden sind, gehört auch eine alge- 
braische Minimalfläche neunten Grades, welche nur als ein Grenzfall in den 
Ossian Bonnetschen Formeln enthalten ist und deren Gleichung Herr Enneper 
aufgestellt hat. (Zeitschrift für Mathematik, Bd. IX, pag. 108, 1864.) 

Man erhält diese Fläche, wenn man in den obigen Gleichungen 
= ‚ also auch & (s) einer reellen Constante gleichsetzt. Die beiden Schaaren 
der Krümmungslinien dieser Fläche werden von ebenen Curven dritten 
(Grades gebildet, während die isogonalen Trajectorien derselben Raumcurven 
dritten Grades sind. Diese Fläche hat ferner die Eigenschaft, auf stetige 
Weise in sich selbst verbiegbar zu sein; denn setzt man s.e'“ statt s, s..e”“ 


i 


€ 
statt s,, so wird das Linienelement der Fläche nicht geändert und hieraus 
folgt die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung. 

Die Eigenschaft, auf stetige Weise in sich selbst und folglich auf 
eine Rotationsfläche verbiegbar zu sein, kommt allen Minimalflächen zu, 
bei welchen %&/s) = C.s”"* ist, wo C eine beliebige, m eine reelle Constante 
bezeichnet, denn das Linienelement dieser Flächen wird durch die Sub- 
stitution von s.e“ für s und s,.e”“ für s, nicht geändert. Die der Annahme 
5 (5) = (.s"” entsprechenden Minimalflächen sind zugleich die einzigen Mi- 
nimalflächen, welche die angegebene Eigenschaft besitzen. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich vielleicht am ein- 
fachsten aus folgender Ueberlegung. 

Wenn eine Minimaltläche so gebogen wird, dass sie nach der Bie- 


ben) 


gung wieder eine Minimalfläche ist, so wird in jedem ihrer Punkte weder 
die mittlere Krümmung noch das Gaussische Krümmungsmass geändert, 
also haben die Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte der Fläche nach 
der Biegung dieselbe Grösse wie vor der Biegung. Hieraus folgt, dass 
das durch parallele Normalen erhaltene conforme sphärische Bild eines 
Stückes der Minimalfläche durch die in Rede stehende Biegung weder in 
den kleinsten Theilen noch im Ganzen bezüglich Gestalt und Grösse ge- 
ändert wird; denn das Vergrösserungsverhältniss hat für jeden Punkt der 
Minimaltläche vor und nach der Biegung denselben Werth. Das erwähnte 
sphärische Bild kann also, wenn es überhaupt seine Lage auf der Kugel- 
fläche ändert, zutolge einer bekannten Eigenschaft eongruenter sphärischer 
Figuren, nur eine Drehung auf der Kugelfläche erfahren. 
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Hat nun eine Minimalfläche die Eigenschaft, auf stetige Weise in 
sich selbst verbiegbar zu sein, so wird bei einer solchen Biegung der Fläche 
in sich selbst, bei welcher, um eine gebräuchliche Ausdrucksweise anzu- 
wenden, alle Punkte eines Stückes der Fläche ihre Lage nur unendlich 
wenig ändern, das sphärische Bild dieses Flächenstückes eine unendlich 
kleine Drehung auf der Kugelfläche erfahren. Hieraus folgt, dass das 
sphärische Bild jeder auf der Minimalfläche liegenden Linie. weiche bei 
dieser Biegung in sich selbst gebogen wird, ein Kreis sein muss, welcher 
bei jener Drehung sieh selbst entspricht. Alle diese Kreise bilden eine 
Schaar von Parallelkreisen der Kugel. Wählt man nun, was stets möglich 
ist, das Uoordinatensystem so, dass den beiden Polen dieser Parallelkreise 
die Werthe s=0 und s= x entsprechen, so ergiebt sich, dass bei jeder 
Biegung der Minimaltläche in sich selbst die Grössen s, s, in s.e”, s..e”* 
übergehen, wo « eine reelle Grösse bezeichnet. Denn es giebt ausser den 
diesem Uebergange entsprechenden Drehungen keine andere, bei welcher 
jeder der erwähnten Parallelkreise in sich selbst übergeht. Da nun auch 
das Quadrat des Linienelementes der Fläche d?’ = (1455) % (s)%ı(sı)dsds, 
bei der Vertauschung von s, s, mit s.e“, s,.e”“ ungeändert bleiben muss, 
weil die Fläche der Annahme zufolge in sich selbst verbogen wird, so muss 
der absolute Betrag von %(s) eine Function des absoluten Betrages von s 
allein sein und hieraus folgt $is)=C.s"", wo C eine beliebige, m eine 
reelle Constante bezeichnet. 

Dieselbe Frage nach den Minimalflächen, welche Biegungen von 
Rotationsflächen sind, ist auf anderem Wege von Bour in seiner Preisschrift 
über die Biegung der Flächen (Journal de l’Ecole polytechnique, Cah. 39, 
pag. 99—109 [1860] 1862) beantwortet worden. 

Den Meridianen und den Parallelkreisen der Rotationsflächen ent- 
sprechen bei der vorhin getroffenen Wahl des Coordinatensystems die Curven, 
längs denen beziehungsweise der reelle und der imaginäre Theil von ilogs 
constant Ist. 

Giebt man der Zahl m den Werth 0, so erhält man alle ohne Ge- 
staltsänderung in sich verschiebbaren Minimalflächen, welche also zugleich 
Schraubenflächen sind. Für m=0 und reelle Werthe von C ergiebt sich 
die durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Direetrix als Axe entstehende 
Minimalfläche. Für m=0 und rein imaginäre Werthe von C ergiebt sich 
die oben erwähnte geradlinige Sehraubenfläche. Die Gleichung der für 
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m=(0 und für beliebige Werthe von C sich ergebenden Minimalflächen ist 


zuerst von Herrn Scherk im Jahre 1831 in der Beantwortung einer von der 
Jablonowskischen Gesellschaft gestellten Preisfrage aufgestellt worden. 


v1. 


Ebenso wie man nach allen geradlinigen Minimalllächen fragen kann, 
kann man die Aufgabe stellen, alle Minimaltlächen zu bestimmen, welche 
eine einfach unendliche Schaar anderer vorgeschriebener Linien enthalten. 
Diese Aufgabe ist für den Fall, dass die vorgeschriebenen Curven Kreise 
sein sollen, von Herrn Enneper gelöst worden, welcher in einem Aufsatze 
„Die eyklischen Flächen“ (Zeitschrift für Mathematik, Bd. XIV, pag. 393—406, 
1869) zu folgendem Ergebnisse gelangt ist: Wenn eine Minimalfläche 
die Eigenschaft besitzen soll, eine einfach unendliche Schaar (reeller) 
Kreise zu enthalten, so müssen alle diese Kreise in parallelen Ebenen 
liegen. Ein Auszug aus der eben angeführten Abhandlung ist in den 
„Göttinger Nachrichten“ vom Jahre 1866 (Nr. 15 vom 11. Juli, pag. 243— 249 
abgedruckt, welcher die allgemeine Gleichung aller Minimaltllächen, auf 
denen eine Schaar reeller Kreise liegt, in einfacher Gestalt enthält. Auch 
der letzte Artikel der mehrfach erwähnten posthumen Abhandlung Riemanns 
handelt von diesen Flächen. Mit Ausnahme der Rotationstläche der Ketten- 
linie haben dieselben die Eigenschaft periodisch zu sein, sie besitzen eine 
Symmetrie-Ebene, enthalten unendlich viele einzelne gerade Linien und haben 
unendlich viele Asymptoten-Ebenen. Längs jedes Kreises der Schaar wird 
jede dieser Flächen von einem Kegel zweiten Grades berührt und zwar 
sind diese Kegel für jede dieser Flächen coneykliseh, d. h. bei jeder solchen 
Fläche schneiden dieselben beiden Schaaren von parallelen Ebenen die Tan- 
gentialkegel zweiten Grades in Kreisen. Der Schaar der auf der Minimal- 
fläche liegenden Kreise entspricht daher bei der durch parallele Normalen 
vermittelten conformen Uebertragung der Minimaltläche auf die Kugel eine 
Schaar von confocalen sphärischen Kegelschnitten. Die Funetion %(s) er- 
hält für diese Flächen bei passender Wahl des Coordinatensystems die Gestalt 

El) = ———, 
sy(s— eotge)s(s-+tge) 
wo C und & zwei reelle Constanten bezeichnen. ‚Je zwei Flächen dieser 
Art, für welehe C denselben Werth hat, während die beiden Werthe 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 38 
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von & sich zu 4 ergänzen, sind solehe Biegungen von einander, dass den 
Krümmungslinien der einen Fläche die Asymptotenlinien der andern ent- 
sprechen. Die dem Werthe e= +47 entsprechende Fläche ist daher in 
der Art auf sich selbst abwickelbar, dass den Krümmungslinien die 
Asymptotenlinien der Fläche entsprechen und umgekehrt. 

Auf eine Fläche dieser Art führt auch der in dem Nachtrage zu 
meiner Abhandlung „Bestimmung einer speciellen Minimalfläche“ auf pag. 92 
angegebene, aber nicht näher untersuchte Fall, in welchem die Funetion 
%(s) dureh die Gleichung 

. C RE 
Va-eyd+e) 


&(s) = 


bestimmt ist, denn dieser Fall geht in den vorher erwähnten über, wenn an 


W .. . u .. 1—s - .. ® r . . 
Stelle der Grösse s die Grösse Re als unabhängige Variable einge- 
ri 
führt wird. 
IX. 


Wie die Betrachtung der Minimalflächen überhaupt bei einem Pro- 
bleme des Minimums angefangen hat, so kann man die Betrachtung jeder 
speciellen Minimalfläche mit der Beantwortung einer Frage des Minimums 
beendigen. 

Wenn nämlich eine Minimalfläche gegeben ist, also eine analytische 
Fläche, welche in jedem ihrer Punkte gleich grosse und entgegengesetzt 
gerichtete Hauptkrümmungsradien besitzt, wie kann man auf derselben eine 
oder mehrere Linien wählen, welche ein zusammenhängendes Stück M der 
Fläche begrenzen, um sicher zu sein, dass dieses Flächenstick M unter 
allen von denselben Randlinien begrenzten und diesem Flächenstück unend- 
lich benachbarten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzt? 

Die Beantwortung dieser Frage hängt davon ab, ob die zweite Va- 
riation des Flächeninhalts für alle Variationen des Flächenstückes M, welche 
die Begrenzung desselben ungeändert lassen, positiv ist, oder ob dieselbe 
für einige dieser Variationen auch den Werth Null oder negative Werthe 
annehmen kann. 

Eine nähere Untersuchung dieser zweiten Variation, welche in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1872, pag. 718, ver- 
öftentlicht ist, hat zu dem Ergebnisse geführt, dass jene Entscheidung 
über das Vorzeichen unabhängig ist von der speciellen Function F(s). 
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welche die Besonderheit der Minimallläche bedingt, von weleher M ein 
Stück ist. Die erwähnte Entscheidung hängt vielmehr nur von der Ge- 
staltung des sphärischen Bildes ab, welches dem Flächenstücke M bei der 
durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung entspricht, und fällt daher 
für alle Minimalflächenstücke, welche dasselbe sphärische Bild besitzen. in 
eleichem Sinne aus. Zugleich hat jene Untersuchung zu dem Satze geführt, 
dass die in Rede stehende zweite Variation stets dann und nur dann be- 
ständig positiv ist. wenn es ein zusammenhängendes Minimaltlächenstück 
giebt, welches dem betrachteten Flächenstücke M in der ganzen Ausdehnung 
des letzteren unendlich benachbart ist. mit demselben aber keinen Punkt 
cemein hat. 

Giebt es daher einen Punkt P, weleher in keiner Tlangentialebene 
des Flächenstückes M enthalten ist, so braucht man nur für den Punkt P 
als Aehnlichkeitspunkt ein dem Flächenstück M unendlich benachbartes 
ähnliches und ähnlich gelegenes Flächenstück zu eonstruiren und man 
kann dann dem vorher erwähnten Satze zufolge schliessen, dass das Flächen- 
stück M unter allen unendlich benachbarten denselben Grenzbedingungen 
senügenden Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzt. 

Allgemein gilt folgender Satz: Ein bestimmtes Stück einer Minimal- 
fläche besitzt unter allen von denselben Randlinien begrenzten und ihm un- 
endlich benachbarten Flächenstücken stets dann und im Allgemeinen aueh 
nur dann den kleinsten Flächeninhalt, wenn es ein dem betrachteten 
Flächenstücke durch parallele Normalen Punkt für Punkt entsprechendes 
Minimalflächenstück giebt, dessen sämmtliche Tangentialebenen von ein und 
demselben Punkte des Raumes einen von Null verschiedenen Abstand haben. 


X. 

Es ist bisher nicht gelungen, für jede gegebene Begrenzungslinie Z 

die Frage zu beantworten, ob es nur ein einziges oder ob es mehrere 
Flächenstücke giebt, welche von der Linie Z begrenzt sind, in ihrem Innern 
keine singulären Stellen enthalten und je unter allen ihnen unendlich be- 
nachbarten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzen. Eine 
interessante mit dieser Frage zusammenhängende Untersuchung hat Steiner 
angestellt. (Dieses Journal Bd. 24, pag. 239. Anm., 1842.) Diese Unter- 
suchung bezieht sich auf zwei von derselben Randlinie begrenzte Flächen- 
stücke, für welche bei passender Wahl des Coordinatensystems gleichzeitig 
38 * 
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die eine Coordinate eine eindeutige Function der beiden andern ist. Unter 
dieser Voraussetzung ergiebt sich, dass jedenfalls einem der beiden Flächen- 
stücke die Eigenschaft des Minimums zicht zukommt. 

Die im Vorhergehenden erwähnten auf die zweite Variation bezüg- 
lichen Lehrsätze gelten unter der Voraussetzung, dass bei der Variation des 
betrachteten Flächenstückes die Begrenzung desselben als fest betrachtet 
wird. Lässt man diese Voraussetzung fallen, so eröffnet sich der Forschung 
ein bisher noch wenig betretenes Gebiet. dessen Schwelle folgender, eben- 
falis von Steiner (Monatsberichte der Berliner Akademie, 1840, pag. 118) 
herrührender Satz bezeichnet: Unter allen zu einem Minimalflächenstücke 
äquidistanten Flächenstücken besitzt das Minimalflächenstück selbst nicht 
den kleinsten, sondern den grössten Flächeninhalt. 


Unterstrass bei Zürich. im December 1874. 

















Ueber diejenigen Minimalflächen, welche von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden. 


(Von Herrn H. A. Schwarz in Zürieh. 


Die Minimalflächen, welche eine Schaar reeller Kreise enthalten. 
haben die Eigenschaft (vergl. Art. VIII. der Miscellen) *), längs dieser Kreise 
von einer Schaar eoneyklischer Kegel zweiten Grades berührt zu werden. 
Jede solche Fläche wird nämlich längs jedes auf ihr liegenden Kreises von 
einem Kegel oder Cylinder zweiten Grades berührt und alle dieselbe Fläche 
einhüllenden Kegel zweiten Grades werden von denselben beiden Schaaren 
paralleler Ebenen in Kreisen geschnitten. 

Eine analoge Eigenschaft besitzen die Minimalflächen, welche eine 
Ellipse oder eine Hyperbel als kürzeste Linie enthalten; denn auf diesen 
Flächen liegt ebenfalls eine einfach unendliche Schaar von algebraischen 
Curven, nämlich von hkaumeurven vierten Grades, und längs jeder von 
diesen Curven werden die erwähnten Flächen von einem Kegel zweiten Grades 
berührt. Diese Kegel sind, wie in dem vorher angeführten Falle, coneyklisch. 

Die vorliegende Abhandlung beschäftigt sich in ihrem ersten Theile 
mit der Aufgabe: Alle Minimalflächen zu bestimmen, welche von einer 
Schaar coneyklischer Kegel zweiten Grades umhüllt werden. 

Dass mit der Lösung dieser Aufgabe zugleich alle Minimalflächen 
vefunden sind, welche die Eigenschaft haben, überhaupt von einer Schaar 
von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, wird in dem zweiten "Theile 


bewiesen. 


I. 

Zwei Flächen zweiten Grades sollen ceoneyklisch genannt werden, 
wenn sie die Eigenschaft haben, von denselben beiden Schaaren von par- 
allelen Ebenen in Kreisen geschnitten zu werden. 

Sind zwei Flächen zweiten Grades g und w coneyklisch, so haben 
alle mit ihnen zu demselben Büschel gehörenden, d. h. die Schnittlinie der- 


*) Pag. 297 dieses Bandes. 
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seiben enthaltenden Flächen zweiten Grades die Eigenschaft, von denselben 
Ebenen, welche die Flächen g und w in Kreisen schneiden, ebenfalls in 
Kreisen geschnitten zu werden. Ein solches Büschel eoneyklischer Flächen 
„weiten Grades ist, allgemein zu reden, durch die Eigenschaft charakterisirt, 


dass dasselbe stets eine Kugelfläche enthält, welche nur dann durch eine 
Ebene vertreten wird, wenn alle Flächen des Büschels mit der unendlich 
fernen Ebene des Raumes dieselbe Linie gemein haben. 

Ist insbesondere die Fläche 9 eine Kegelfläche und die Fläche 
eine derselben unendlich benachbarte coneyklische Kegelfläche, so enthält 
die durch die Schnittlinie beider Flächen hindurchgehende Kugeltläche den 
Mittelpunkt des Kegels %. 

Bei einer einfach unendlichen Schaar coneyklischer Kegel zweiten 
Grades kann daher jedem Kegel der Schaar eine Kugelfläche zugeordnet 
werden, welche den Mittelpunkt dieses Kegels enthält und zugleich durch 
die Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten Kegel der Schaar 
bindurehgeht. 

Man erhält also folgenden Satz: Wenn eine Minimalfläche die Eigen- 
schaft hat, von einer einfach unendlichen Schaar ceoneyklischer Kegel 
zweiten Grades umhüllt zu werden, so berührt jeder von diesen Kegeln die 
Minimalfläche längs der Schnittlinie mit einer durch seinen Mittelpunkt hin- 
durchgehenden Kugelfläche. 

Wenn aber von einer Minimalfläche eine auf derselben liegende Linie 
und in jedem Punkte eines Stückes dieser Linie die Normale der Minimal- 
fläche gegeben ist, so ist hierdurch, wie aus dem Inhalt des Art. V. der 
erwähnten Miscellen hervorgeht, die Minimalfläche selbst in ihrer ganzen 
Ausdehnung unzweideutig bestimmt. 

Mit Hülfe der a. a. O. hergeleiteten Gleichungen kann man allgemein 
diejenige Minimalfläche bestimmen, welche von einem Kegel zweiten Grades 
längs der Schnittlinie desselben mit irgend einer durch seinen Mittelpunkt 
hindurchgehenden Kugelfläche berührt wird. 

Zu diesem Zwecke mögen als unabhängige Variable zwei veränder- 
liche Grössen « und e eingeführt werden, welche mit den elliptischen 
Kugelcoordinaten auf gleiche Linie zu stellen sind. 

Wo in dem Folgenden die Angabe des Moduls nicht ausdrücklich 
in die Bezeichnung aufgenommen ist, soll k= sine, k' = cose gesetzt werden, 
während X, K’ die bekannte Bedeutung haben. 


u 
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Setzt man unter Anwendung der Gudermannschen Bezeichnungsweise 























_  enudnei — k'snu 0 k'snvi 
it dnuenei 


- 


ee Zn 4 ee 
dnuenvi dnuenvi 


.,„ÄAÄ+fi . . 
so ist 7 eine Function des complexen Argumentes u-+ei=w, denn es 
ergiebt sich 
X+Yi A—k . | + 46 5. 
— = — , + sinam (u+et+K+Ki), N, 
i—-Z VirR Th Sat She A FR Pre 2 £ 


und es bestehen die Gleichungen 


X? + Y +2Z2=1; 
Er zZ’ k'' 


" - == 0: A=— s Pi Dee, ee 

+1 r + bh" m j ( . dn’« k > 37° a 1 - 
ze N Y’ 7° ı? 2 . Bi ü Rp) 
En re + "oz 0; u=k"tgamei; >u>—k”. 


Diese Gleichungen stellen, wenn das eine Mal «, das andere Mal o als 
variabler Parameter angesehen wird, zwei Schaaren confocaler sphärischer 
Kegelschnitte dar, deren Brennpunkte durch die Gleichungen 
X=H+tsine, Y=0V, Z=+c0088 

bestimmt sind. Um alle Punkte der Kugeloberfläche und, allgemein zu 
reden, jeden nur einmal zu erhalten, hat man der Variablen « alle Werthe 
von —2K (exel.) bis +24 (inel.) und der Variablen oe alle Werthe von 
—K’ bis + K’ (beide Werthe inel.) beizulegen. 

Man gebe nun der Variablen oe einen constanten Werth und denke 
sich von einem Punkte des Raumes, dessen Coordinaten &,, %0, 3 sind, 
auf alle Tangentialebenen des Kegels 


u IE AR 0 
rw a ra ee 


Perpendikel gefällt. Wenn x, y', 3’ die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
eines solchen Perpendikels bezeichnen, so bestehen die Gleichungen 


! X ’ Y f] Z 
°—Z, = F os we: =: a a — AR, = 0: 5 
O0 u+1 Y Yı N u + p® Sı) N uw’ 


in welchen oe eine veränderliche Grösse bezeichnet. Der geometrische Ort 


dieser Perpendikel ist die Kegelfläche Z 
(url). (dm) tur"). (y-y)+u. ld) = 0, 


welche der Kegelfläche 
| X: ei Y’ | 7° 
u+l u-+h" u 
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in der Weise dureh Reeiproeität entspricht, dass zu jeder Tlangentialebene 
jedes der beiden Kegel eine auf dieser Tangentialebene perpendikulare Seite 
des andern Kegels gehört. 

Betrachtet man die Grösse e als variablen Parameter und x, Yu 3, 
als Funetionen desselben, so stellt die Gleichung 

(u+l). em) +(u+k’r).(y—y)tu.(2—2,) = 0 

eine Schaar eoneyklischer Kegel zweiten Grades dar, welche von den beiden 
Schaaren von Ebenen 





. 7 . 
sine.2w+cose.z = eonst.. sine. 2 — e08E.z = eonst. 


in Kreisen geschnitten werden. ’ 


Der Grösse e denke man sich jetzt wieder einen eonstanten Werth 
beigelegt und bestimme die Durehschnittslinie des Kegels 


I 


u+l).e—n)+(u+k').yY-y)+u.(3—2) = 0 
mit einer durch den Mittelpunkt desselben hindurchgehenden Kugelfläche. 
Die allgemeine Gleichung einer solchen Kugelfläche hat die Gestalt 


’ ? ' U 2 EM Dr r 
—2%)+Yy-y) + -%) = a (an) y-y)+tr (3 —20), 


wo @, %, y' drei eonstante, d.h. von der Variablen # nicht abhängende 
Grössen bezeichnen. 

Führt man in diese Gleichung die oben für 2’—x,, y’—y.. 3 —3, gefun- 
denen Ausdrücke ein, so erhält man, wenn man den Ausdruck 1-—- Asn’usn’ei 
zur Abkürzung mit N bezeichnet. 


! R; 7 \2 , ! ) 7 -- en u vi N 
nn B en u u \ gt () ‚4 % ze S) — JR 2 > ya 6) ve b) 4 
2 Yo, k"’sn’ridn’ri dn’u 


d 


% 


k’un’vidn’vii 7, X 6 Y ‚ZN dn’u 
— - (a ce 4 - A . - . 

— cn’ vo \ ul N 
Zum Zwecke der Vereinfachung kann man nun 


| Jr > N Ey £ \ 
eat Bald, verd 


ven’vi 


setzen und der Grösse d den Werth Ti See beilegen. 
Setzt man hierauf 
2—x, = es +Pm+Y%;, 
yy = eyıtPytyY9, 
3 —2, = 03, +P3: +73, 


so erhält man für die neun Grössen x,...2; folgende Ausdrücke: 






















m 
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snoienme K’en'u ‚, Ssnucnusnmenr: ‚ envenm 

Fe See Tue = —k: Re 2, = k". 

idnvi N in \ 

Y snacenusne: enve sneienmidnri sn’u snxenridnvi 
[ ve -R ar l 2 - - ’ ? nn 
Yı ıN ) Y N N Y; N 
ce enuenri ....  suwenvidnei ‘ seneidnvei 4 

Bit © = 4 we: - . “ 

N N snr: \ 


Mit Hülfe der vorstehenden Gleichungen erhält man die Coordinaten 


' 


x, y, z eines beliebigen Punktes der Schnittlinie des Kegels 


(u+1).(2—z,)+(u+k?’).(y—y) +u.(2 —z)‘ = 0 
mit der Kugel 
„' » \2 | ' ey f ' - - . F j A 4 » ] .) ! Pr ! - \ 
«—-2,),+y-y)+lß 3) = (ale) -+HBly—y)+Y(3'—2,)).0 


ausgedrückt als Functionen einer veränderlichen Grösse . 

Soll nun eine Minimalfläche diesen Kegel längs der Schnittlinie des- 
selben mit der Kugel berühren, so sind für X, Y, Z die vorhin angegebenen 
Ausdrücke zu setzen. dureh welche diese Grössen als Funetionen derselben 
veränderlichen Grösse # erklärt werden. Der Grösse » ist überall derselbe, 
von der Grösse » unabhängige Werth beizulegen. 

Es würde nieht schwierig, aber etwas weitläufig sein, die Bestimmung 
der Funetionen U, V, W mit Hülfe des in Art. V. der Miseellen angegebenen 
Formelsystems wirklich auszuführen; es empfiehlt sich daher, zur Bestimmung 
dieser Funetionen einen anderen Weg einzuschlagen. 

Die Funetionen U, V, W sind in Bezug auf die eonstanten Grössen 


> 


o, P, y ganze lineare und homogene Funetionen; man Kann daher setzen 


r r > TI! . 7 
V = ol, + ” #./- Y V;. 


W eW,+P W,+yW,;. 


und hat nun die neun Funetionen U... W, zu bestimmen. 
Berücksichtigt man, dass die für 
weht hen, neh 
vefundenen Ausdrücke, wie aus dem Additionstheorem hervorgeht, beziehlich 
mit den reellen T'heilen der Funetionen 
ı k' 


-dn(a+el, —K.en(utei, sn(u+ei 
ı 


übereinstimmen, so liegt es nahe, 
Journal für Mathematik Bd. LÄAXXX. Heft 4 3) 
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Be 
Y,=-rdn(eto), W=- k en(u-+ vi) 
RER BU 
U, = — 1 dn (a+ ei). * W,;,= sn(u-+ei) 
ı 
U, = — ken(u+v), V;,=sn(u-+ei). * u. 
zu setzen, unter diesen Annahmen U,, V;, W; zu berechnen und nachträglich 
zu prüfen, ob das auf diese Weise bestimmte System von Funetionen allen 
gestellten Bedingungen genügt. 67 
Aus der Gleichung XdU,+YadVY,+ZdW, = erhält man 
dU, — ik’sn’(u-+ ei) du, 
und auf analoge Weise findet man 
dV),;, = ven’ (a ei) du, 
dW, = —idn (u+ ei) du: 
es sind also U,, V,, W; elliptische Integrale zweiter Art. 
Die auf diese Weise bestimmten drei Funetionensysteme genügen 
bei passender Bestimmung der unteren (srenzen der zuletzt erwähnten drei E 


Integrale, beziehungsweise der drei Uonstanten &,, Yo, 23,, allen gestellten 
Bedingungen. 

In der That, bildet man zunächst für jedes einzelne der drei Funetionen- 
systeme (die Summe der Quadrate der in Bezug auf « genommenen Ableitungen. 
so ergiebt sich, dass diese Summe identisch gleich Null ist. 

lübenso ergiebt sich, dass die Gleichung dU; dU;+dV,dV,;+dW;,dW, = 0 
und die dureh eyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 aus derselben her- 
vorgehenden Gleichungen identisch befriedigt sind. Es besteht also identisch 
die Gleichung (dU)’ + (dVY+(dW) =V0. 

Da auch die Gleichung XdU+YdV-+-ZadaW=0O für jedes der drei 
Funetionensysteme identisch erfüllt ist, weil dieselbe zur Bestimmung von 
dU,, dV,, dW, benutzt worden ist, so bleibt nur noch zu zeigen, dass die 


reellen "Theile der drei Integrale 


aif k"sn (ut ei)du, Bif en (u+ ei) du, -yif dn’(a+vi)du 


bei passender Bestimmung der unteren Grenzen derselben, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, bei geeigneter Verfügung über die noch disponiblen 
Constanten ©. Yu, 30, für reelle Werthe von a beziehlich mit 

zu teX, WtpYy, 347% 2 
übereinstimmen. 
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Wenn man von der Bezeichnung 


/ dn’w.dw E(w\ 


0 
und von dem für die Funetion E(w) geltenden Additionstheorem 


E(u+ei) = E(u)+E(ei)— ksnausneoisn(u-+ vi) 


(sebrauch macht. so erhält man 


a, 2 urn: 7m BMoicnoidnvi san’u 
RiE(utei) = iElvri)+K- 


i N 
u ni A ‚ Snveenv: cenmw 
— iE(vi\+k’- — pre pi# 
idnei idne: A 
REN eneidnv:; . en»eidnei A 
= iE(vri)+i- — tb. — 1, 
snv: sn»? N 
Wi Wr. R*’ er hk'? 
/ k"sn’w.dw = - -E(w+ — w, / en » .dıw Ei. 
k’ F k . € k’ IR 
(0) 
Setzt man nun we =u-+ev:i und 

Be 9 k'" » snnienvt ) 

2 = 0 {—— - Elvi!— — er —k- i 

(li & k tdnri \ 
’ ı? 
ei 1 EEE 

u. = Bi—--——  Elvoi)+ — eo 

Yy { ' ik? j k? \ 
1 Kiei ‚enridnei ) 

Zn = Yi— Blei) —ı j 

" NG 4, snv? 






wobei zu bemerken ist. dass diese drei Grössen zwar von dem Werthe des 


Parameters e, nicht aber von der veränderlichen Grösse « abhängen, so 


ergiebt sich 


Reif ksn’w.de—z, ten, RBif eneo.do=y+ By: Ryif dn’w.dw=z,- 
y i 


ıı t) 


Hieraus geht hervor, dass unter den getroffenen Festsetzungen die reellen 


Theile der drei Funetionen U, V, W für reelle Werthe von # beziehlich 


mit x’, y', 3’ übereinstimmen, und hiermit ist bewiesen, dass die für die 
Funetionen U, V, W aufgestellten Ausdrücke allen gestellten Bedingungen 


genügen. 


Die vorstehende Untersuchung hat also zu folgendem Ergebniss 


geführt: 
Setzt man: 
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u a Wi 
= eif k"snwdw—ß [z dne—yhkenw, 
uf 


k'i u 
V= —o pr. dn we -+- Pi en aedw+ysnw, 
u 
W = ah enw+Bmw— if dn’o de, 


0 
wo a, 3, y drei reelle Uonstanten sind und @=wu-+ei eine unbeschränkt 
veränderliche Grösse bezeichnet, so stellen die Gleichungen 
z=RU, y=RV, z=RW 
in reehtwinkligen Punkteoordinaten eine periodische Minimalfläche dar. 
Diese Minimallläche wird von dem Kegel zweiten Grades 
u+l)(2— 2) +(u+k").y—y)+u.(2—-%) =0, u=k"te’amei, 
längs der Schnittlinie desselben mit der Kugeltläche 
RE 

tt = ee tRT-WtrLE- 
berührt. und zwar eilt dieses für jeden reellen Werth von e. Die Grössen 
2, 9. Zu Sind durch die oben angegebenen Gleichungen (pag. 307) bestimmt 

Es ist also der Satz bewiesen: 

Jede Minimalfläche, welche von einem Kegel zweiten Grades längs der 
Schnittlinie desselben mit einer durch seinen Mittelpunkt hindurchgehenden Kugel- 
fläche berührt wird, wird von einer einfach unendlichen Schaar conceyklischer 
Kegel zweiten Grades eingehüllt. 

Hiermit ist die oben gestellte Aufgabe in allgemeinster Weise gelöst. 

\Man kann nun einige specielle Fälle beziehungsweise Grenzfälle der 
alleemeinen Lösung ins Auge fassen. 


I. Die Meusniersche Schraubenfläche ergiebt sich als ein Grenztall 


1,2 
. hı 3 .. .. 
der der Annahme «=», P=0, y=0 entsprechenden Minimalfläche. Lässt 
man nämlich AX-+-w an die Stelle von ve treten und setzt 
. | „.f“en’w | i R ‚, sn 
U> Rif —du, IV, =- Muh. ; 
ü dn’w dne dnw 
a =AU,. sur, s, = NMW.. 


so ergiebt sich beim Uebergange zur Grenze k= 1 nach ausgeführter Elı- 
mination die Gleichung der Schraubenfläche 


yıt2.tg2 = UV. 
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Setzt man dagegen 
T, u RR U. “ Y = Ri } I“ %, = Ri W. “ 


* j® Li k“ ) * 
d.h. biegt man die der Annahme @= ., P=Ö, 7=V entsprechende Mi- 
[) 


nt 


y 


nimalfläche in der Weise, dass sie ihre Eigenschaft Minimalfläche zu sein 
nicht verliert und dass den Krümmungslinien der ursprünglichen Fläche die 
Asymptotenlinien der Biegungstläche entsprechen. so zeigt sich, dass die auf 
die angegebene Weise entstehende durch die obigen Gleichungen dargestellte 


Biegungsfläche die Ellipse 


2-0, Y+ı=-1 X=0 


enthält, welche eine geodätische Linie der Fläche ist. Die Punkte dieser 
Kllipse entsprechen den rein imaginären Werthen der Grösse w. 
2. Setzt man @«a=0, 5 =Kk, y=0, so erhält man für o=K eine 


Hyperbel, welche eine geodätische Linie der dieser Annahme entsprechenden 


Minimalfläche ist. Es ergiebt sich nämlich für 


Beil, voarıh RW. ve=K' 
e 
N ) m - ) 
y 0. 8 r . 
3. Die der Annahme @e=0, %=0, y=]1 entsprechende Minimal- 


fläche ist durch die Eigenschaft charakterisirt, dass auf derselben eine Ellipse 
liegt. welche eine kürzeste Linie der Fläche ist. 
Setzt man nämlich 
I; RU,;, Yy,= RV.. 2. =RW.. 


so erhält man fir den Werth e =) 
= Zt =l Ze, 


Aus diesem speciellen Falle kann man zwei Grenztälle herleiten, indem 
man den Modul k im die Grenzwerthe = 0 und k=1 übergehen lässt. 
Für = erhält man die Minimalfläche, welche durch Rotation der 
Kettenlinie um ihre Direetrix als Axe entsteht. 
Vor dem Uebergange zur Grenze k'— ( setze man 


zT, 1— y, z. 


I; _- RZ . 4; k? “ D4 — k'’ 





Stelle von = treten: dann erhält man für 





und lasse K-+we an die 
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er (wi, 
nor! ), Ri + 


e"—e “)! 


) 
N 


Law) 


Die durch diese Gleichungen dargestellte Minimallläche enthält die Parabel 
een Aut 
und die Cykloide 
us =V), =t4ll-cod), = —4(2o+sin2), A=0 
als eeodätische Linien. 

Die Raumeurven vierten Grades des allgemeinen Falles werden in 
diesem Grenzfalle dureh Parabein, die einhüllenden Kegel werden dureh 
einhüllende parabolische Cylinder vertreten. Es ist also die durch die vor- 
stehenden (leiehungen bestimmte Minimalfläche identisch mit derjenigen 
transeendenten Minimalfläche, für welehe Herr Catalan im 37. Hefte des 
Journal de V’Eeole polyteehnique pag. 160—163,. 1858 (Comptes rendus, 
T. XLL, pag. 1019, 1855) eine geometrische Construction gegeben hat. 

4, Setzt man @=sine, ?=0, y=cose, so schneiden die ein- 
hüllenden Kegeltlächen und die denselben zugeordneten Kugelflächen ein- 
ander in Kreisen, und zwar liegen alle diese Kreise in parallelen Ebenen. 
Die getrottene Festsetzung führt also zu den im Eingange erwähnten Flächen, 
und man erhält den Satz: 

Wenn eine Minimalfläche einen Kegel oder Cylinder zweiten Grades 
längs eines Kreisschnittes berührt, so enthält dieselbe eine einfach unendliche 


Schaar von Kreisen, welche in parallelen Ebenen liegen. 


11. 

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, dass es eine von vier Pa- 
rametern (@,/,y, k) abhängende Mannigfaltigkeit von Minimaltlächen giebt. 
welche die Eigenschaft haben, von einer Schaar coneyklischer Kegel zweiten 
(srades umhüllt zu werden. 

Man kann nun die Frage aufwerten. ob es ausser diesen Minimal- 
flächen überhaupt noch andere Minimaltlächen giebt, welche von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden. 

Um diese Frage zu beantworten kann man folgenden Weg ein- 
schlagen. 

Wenn irgend eine Fläche von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhüllt wird, so wird dieselbe von jedem Kegel der Schaar längs 
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(der Sehnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten Kegel der Schaar. 


also, allgemein zu reden, längs einer Raumeurve vierten Grades berührt, 
welche in dem Mittelpunkte der Kegelfläche einen Doppelpunkt besitzt. 
Eine solche Curve kann stets erklärt werden als Schnittlinie der Kegel- 
ftäche mit einer dureh ihren Mittelpunkt hindurchgehenden Fläche zweiten 
Grades. Legt man nun im Wesentlichen die im Vorhergehenden benutzte Be- 
zeichnungsweise zu Grunde und setzt e=v,, u, = k'tg’amei, = py=3,—V, 


so bedeuten 


Re X ns Y FRE... 
s v2 — ‚ “ — J ® u 3 n ) ö 
d u +1 I “u, K" ii 


die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer Kegelfläche zweiten Grades. 
Dieser Kegel sei ein Kegel der Schaar, und es sei 
Ax”’+By’+0Cz3°+2Dy'3+2Ezx+2Fxey = ac+by-+cz' 

die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche durch die Schnittlinie 
jener Kegelfläche mit der unendlich benachbarten Kegelfläche der Schaar 
hindurchgeht. Auch in diesem Falle erhält man für die Punkte der Schnitt- 
linie die Grösse o durch elliptische Funetionen der nnabhängig veränderlichen 
Grösse a rational ausgedrückt. 


Verden nun durch die Gleichungen 
U x’ -\ if Bay - Ydz'), 
V = y'+if(Xdz' Zar‘), 
W=z- if Yar' - Xdy' 


drei Funetionen U, Y, W eines complexen Ärgumentes «= w bestimmt, so 
sind deren Ableitungen ” en ai rationale Funetionen elliptischer 
- die ' dev dır j 

Funetionen der Grösse ww; die Funetionen U, V, W sind also elliptische 
Integrale. 

Es entsteht jetzt überhaupt die Frage: Welche Bedingungen müssen 
erfüllt sein, damit auf der durch die Gleichungen 

s= RU, y=Rl, s=-RW 

bestimmten Minimaltläche eine Schaar von algebraischen Uurven liege, zu 
weicher die für reelle Werthe von @ sich ergebende Curve gehört? 


Um diese Frage zu beantworten bezeichne man die zu U, V, W 
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eonjugirten complexen Grössen mit U, F#,., W,. Dieselben sind Funetionen 
einer vomplexen Grösse », und zwar entsprechen eonjugirien Werthen der 
Argumente ®», w, eoniugirte Werthe von U, U,V, VW. W, W.. 


Nach diesen Festsetzungen stellen die Gleichungen 


z=4U+U), y=4V+V), 3=4(W+W,) 


die in Rede stehende Minimalfläche ebenfalls dar. vorausgesetzt. dass den 
beiden Argumenten ®»w und w, stets conjueirte Werthe beizeleet werden. 
tan) l ) e) Ä Lem) 


Wird dagegen zwischen den beiden Argumenten » und w, eine be- 


i 


stimmte Relation 
v(w,w) = UV 


‘ 


festgesetzt, der zufolge jede der beiden Variablen eine Funetion der andern 
wird, so stellen die vorstehenden Gleichungen nicht mehr eine Fläche, 
sondern nur noch eine Linie dar, da die Ausdrücke auf der rechten Seite 
in Fumnetionen eines Argumentes übergehen. 

Es soll nun angenommen werden, diese Linie sei eine algebraische 
Raumeurve, d.h. es wird vorausgesetzt, dass zwischen den drei Coordinaten 
zZ, y, 3 zwei von einander unabhängige (rleichungen 

G(z,y,23)=0, Hiz,y, 3 v 
bestehen, wo @ und H zwei ganze Funetionen bezeichnen. 


Aus der Berücksiehtigung des Umstandes, dass d@ und dH für den- 


1 xr den. En m B . .y .. . . 
selben W erth von SEIEN Nu ii sell Müssen, eigieD: Sich damlı eine 
dv i . 

dritte Gleichung 
olı AU or ÄdV 0oG dAW | oH dU oH dV oH dVW.ı\ 
\ . undhun . nt. . J\ . > + * j 
ox dw oy dw 03 dw / Nox dw on dw oz dw 
0G dU, 0G dV, 0G dW.ı /oH di oH dV oH daW \ 
ox dw oy dio, 03 dw 2. dır Oo den Os dw - 


deren Üoeffieienten rationale Fuünetionen ellipüscher Funetionen von w und 
vo, Sind. 

Jede der drei Grössen x, y, 3 Isi also eine algebraische Funetion 
von sn®w und sn .. 

Denkt man sich diese algebraischen Funetionen in eine der beiden 
Gleichungen @ = 0 oder H=U eingesetzt, so ergiebt sich auch zwischen 
sn®w ünd snw, eine algebraische Gleichung. 

Hieraus folgt: Jede der drei Gleichungen 


e=4(U+U), y=3(V+h), 3=4W4MW) 
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stellt dar eine lineare Relation zwischen elliptischen Integralen mit dem- 


selben Modul, deren obere (Grenzen algebraisch von einander abhängen, 
und algebraischen Functionen dieser Grenzen: es ist also die zwischen sn w 
und sn, bestehende algebraische Itelation eine solche, welche eine Trans- 
formation eines elliptischen Integrales in ein ebensolehes mit demselben 
Modul, vermehrt um eine algebraische Funetion, vermittelt. Also besteht 
unter den angegebenen Voraussetzungen nach einem von Abel aufzestellten 
Lehrsatze zwischen den Grössen ® und w, selbst eine lineare Relation 
vw, = m.w-+n. 

Der Multiplicator m ist an die Bedingung geknüpft, rational zu sein, wenn 
er reell ist; imaginär kann derselbe nur dann werden, wenn der Modul % 
zu denjenigen gehört, für welche eomplexe Multiplication stattfindet. Aus 
diesem Grunde kann m nicht von dem Parameter der algebraischen 
Curvenschaar abhängen und hat daher für alle Curven der Schaar den- 
selben constanten Werth +1, wie für die der Annahme w,=w ent- 
sprechende Curve der Schaar. Die Grösse n aber ist von dem Parameter 
der Schaar abhängig. Da w und w, eonjugirte Werthe haben. wenn der 
entsprechende Punkt der Fläche reell ist, so ist der Grösse » ein rein 
imaginärer Werth beizulegen. 

Hieraus folgt: 

Wenn die durch die Gleichungen = RU, y=RFV, z=R%W be- 
stimmte Minimalfläche eine Schaar algebraischer Uurven enthält, zu welcher 
die für ©, = w sich ergebende Raumeurve vierten Grades gehört, so ent- 
sprechen diese Uurven der Annahme »® = u-+ei, e = eonst. 

Damit aber für jeden constanten Werth von ® und für reelle Werthe 
der veränderlichen Grösse # der Annahme » = »-+ei eine auf der Minimal- 
fläche liegende algebraische Uurve entspreche. ist es nothwendig und hin- 
reichend, dass die reellen Theile der drei Funetionen U, V, W algebraisch 
von sna abhängen. 

Die gestellte Aufgabe, alle Minimaltlächen zu finden, welche von 
einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt werden, gestattet nun 
folgende Lösung. 

In Folge der Gleichung 

Mr | ’ ” 
u ! ar sinam, 5 a+wi+kh+Ki;), ee - | 


ist der Ausdruck auf der linken Seite eine analytische Function des Argu- 
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mentes «= w. Diese Gleichung vermittelt demnach die eonforme Abbildung 
der Kugeloberfläche X’+Y’+Z°= 1 und damit zugleich der Minimalfläche 
auf die Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grösse © geometrisch 





darstellen. Der reellen Axe der w-Ebene entspricht der sphärische Kegelschnitt 
Mi 4 x X’ Y’ zZ DIR 
A'+Y’+Z =], + et =0), w=k'tg’ameyt. 
“Tr ur U, 
Durch dieselbe Gleichung ist auch das sphärische Bild der der Linie 
w = u-+-vi, vo = eonst., auf der Minimalfläche entsprechenden Curve bestimmt. 





und zwar entspricht dieser Linie der sphärische Kegelschnitt 
2) 72 7 X’ Y’ zZ’ >) p) / \ + 
X+Y+2=1 —— +; +—=0, u=&k'tgam(o+to)i, | 
u 1 uk u | a 
welcher zu dem vorher betrachteten confocal ist. 
Wenn demnach die durch die Gleichungen <e=RU, y=RV, z=RW 


dargestellte Minimalfläche längs der Linie, welche der Annahme 





w—=u+tri, © = const. 
entspricht, von einem Kegel zweiten Grades berührt wird, so ist dieser 
Kegel mit dem für e=0 sich ergebenden Kegel zweiten Grades concyklisch. 
Wenn mithin eine Minimalfläche die Eigenschaft hat, von einer Schaar 
von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, so sind diese Kegel coneyklisch. 
Die in dem ersten Theile der vorliegenden Abhandlung untersuchten 
Minimalflächen sind demnach die einzigen Minimalflächen, welche die Eigen- 
schaft haben, von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden. 


Unterstrass bei Zürich. 1875. 






























Zusatz zu der Abhandlung 
zur Theorie der inneren Reibung 
im 73. Bande dieses Journals, 


(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Breslau.) 


In meiner Abhandlung über die Theorie der inneren Reibung ist 
ein Fehler enthalten, der nur durch Abänderung der Hypothese beseitigt 
werden kann. Herrn Professor Boltzmann in Wien. der mich hierauf auf- 
merksam gemacht hat, bin ich dafür zu Danke verpflichtet. 

Bei der Ausführung der auf Seite 133 besprochenen Molecularsummen 
Z s En . u. 8. w. behafteten Glieder 
nicht von selbst fort. Durch Betrachtung des von elastischen Verrückungen 


fallen die mit den Faetoren 


freien Zustandes erkennt man aber. dass sie verschwinden müssen. Ich 
fand hierin früher keine Schwierigkeit, da ja z. B. in Poissons 'T'heorie der 
Klastieität ebenfalls gewisse, nicht identisch verschwindende Moleeularsummen 
aus demselben Grunde = (0 gesetzt werden. 

Es lässt sich indess an einfachen Beispielen zeigen, dass es nicht 
möglich ist, durch eine Hypothese über die Natur der Molecularkräfte, also 
über den Gang der Funetion f{r). die von mir fortgelassenen Summen, wie 
die in Poissons Theorie vorkommenden. zum Verschwinden zu bringen. 
Demnach erscheint die meiner Theorie zu Grunde liegende Hypothese als 
unzulässig, und es ergiebt sich die Nothwendigkeit, dieselbe passend ab- 


” 


zuändern. 

Die erforderliche Aenderung erstreckt sich nicht auf die Bemerkungen. 
welche ich jener Abhandlung in der Einleitung voraufgeschickt habe. Ich 
darf die Hypothese beibehalten. dass die von einem Theilchen eines elastischen 
Mediums auf ein anderes ausgeübte Kraft „nicht momentan zur Wirkung 
selange, sondern einer gewissen Zeit bedürfe, die zwischen beiden Punkten 
gelegene Entfernung zu durchlaufen.“ also kürzer, „dass Ursache und Wir- 
kung nicht in einen und denselben Zeitmoment zusammenfallen. 

Der begangene Fehler wird erst im Anfange der eigentlichen Ab- 
handlung durch die hinzugefügte Bestimmung eingeführt, „dass es sic 
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um die Entfernung handelt, in welcher die beiden Thheilchen sich zu der- 
selben Zeit befinden, sondern um die Entfernung zweier Orte, welche sie zu 
verschiedenen Zeiten, das wirkende Theilchen früher, das angezogene oder 
abgestossene später, einnahmen.“ Statt dieser Hypothese ist nur nöthig, eine 
andere ähnliche einzuführen, welche der von Herrn Carl Neumann in der Elektro- 
dynamik benutzten gleicht. Ich habe also anzunehmen. dass der Werth 
der zwischen zwei Theilchen ausgeübten Wechselwirkung von der Ent- 
fernung r zweier gleichzeitig eingenommenen Orte derselben abhängt; diese 
Kräfte aber gelangen erst in einem späteren Momente zur Wirkung, und 
zwar mit eimer Verzögerung t, deren Werth r proportional ist. 

Durch diese Veränderung der Hypothese erfahren die Formeln fol- 
sende entsprechende Aenderungen. Die Entfernung r ist jetzt durch die 
(rleichung 

= (r+1n—- U)’ +y+0—- Vi +(g+m— W)} 


bestimmt, in welcher, wie früher, die Verrückungen 


‚ du du du du 
u= ur + 1) 2 -— Ei 
dx er dy + da ? di r 
u. s. w., dagegen 
du 
U = u-— t-+.- 
ch 


ist. und entsprechend die übrigen. Demnach fallen aus den Ausdrücken der 


( 'omponenten 


r+u—U ,, y+r0—V. i+w—MW 
r 3? r 
uf fr) fir 
ee. f . du dr i 
die Glieder mit den Faetoren if? dp 8. w. jeizt von selbst tort. 


Die weiter folgende Beweisführung in meiner Abhandlung bleibt also 
richtig, und ebenso die Resultate derselben, falls jene Aenderung der Hypo- 
these angenommen wird. 


Breslau, im April 1875. 
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Ueber die regulären Integrale der linearen 
Differentialgleichungen. 


(Von Herrn @. Frobenius.) 


Di. Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung, deren 
Ooeffieienten in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige analytische 
Funetionen sind, haben die Form *) 


ec’ (u, le” +, (le) "+ +u,). 


WO us Ms ».. a, mach ganzen positiven und negativen Potenzen von x 
ın Reihen entwickelt werden können, oder sie sind lineare Verbindungen 
mehrerer Ausdrücke von der angegebenen Gestalt. Die Coefficienten jener 
Potenzreihen hat man bisher nur in dem Falle ermitteln können, wenn sie 
negative Potenzen der Variabeln nur in endlicher Anzahl enthalten. Der- 
gleichen Integrale sind daher reguläre Integrale genannt worden ”*). Nach- 
dem Herr Fuchs eingehend diejenigen Differentialgleichungen behandelt hatte. 
welche ausschliesslich reguläre Integrale enthalten, hat Herr Thome_ die 
Untersuchung auch auf solche ausgedehnt, welche nur eine beschränkte 
Anzahl regulärer Integrale haben, und ist dabei zu einigen bemerkens- 
werthen Ergebnissen gelangt. Der Begriff der Irreduetibilität, welchen ich 
in die Theorie der linearen Differentialgleichungen eingeführt habe ""*), 
gestattete mir, einige seiner Sätze auf eine sehr einfache Weise und ohne 
die mindeste Rechnung abzuleiten. Den Weg, welchen ich dabei ein- 
geschlagen habe, gedenke ich hier kurz mitzutheilen. Der besseren Ueber- 


1 


sicht wegen schieke ich in den drei ersten Paragraphen einige formale Be- 


trachtungen voraus. 


5-1 
Wir beschäftigen uns im folgenden mit Differentialgleichungen von 


der Form 


*) Fuchs, dieses Journal Bd. 66 pag. !v. 
*#) Thome, dieses Journal Bd. 75 pag. 260. 
###) Dieses Journal Bd. 76 pag. 256. 











318  Frobenius, über die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen, 





P,y+P,Dy+-+P,D’y =, 

deren Üoefficienten in der Umgebung des Nullpunktes den Charakter 
rationaler Funetionen haben, also nach ganzen Potenzen von x in Reihen 
entwickelt werden können, welche negative Potenzen nur in endlicher 
Anzahl enthalten. Wo ich daher von Differentialgleichungen schlechthin 
spreche, sind stets lineare von der angegebenen (restalt darunter 
zu verstehen. Die linke Seite derselben bezeichne ich mit P(y) oder auch 
nur mit P. 

Setzt man in dem Differentialausdruck P(y) an die Stelle der un- 
bestimmten Function y die Funetion x°, so erhält man einen Ausdruck 
P(x°), den ich die charakteristische Function der Differentialgleichung P = 0 
oder des Differentialausdrucks P nennen werde. Ebenso, wie P,, Pı. ... P 
kann auch 


Pla?) = P,+P,x”"oe+-+P,x”o(e—1)...(e-—a+l) 


a 


nach aufsteigenden Potenzen von x in eine Reihe entwickelt werden, die 
negative Potenzen nur in endlicher Anzahl enthält, und deren Goefficienten 
ganze Functionen höchstens «ten Grades von o sind. Den Coefficienten des 
Antangsgliedes dieser Reihe f(e), nenne ich die determinirende Function*) der 
Difterentialgleicehung ?P=0 oder des Differentialausdrucks P. 

Wenn ein Differentialausdruck P(y) gegeben ist, so ist auch seine 
charakteristische Funetion P(x?) bekannt. Umgekehrt ist aber auch durch 
die charakteristische Funetion, d. h. durch eine ganze Funetion von e, 
multiplieirt mit x°, der Differentialausdruck vollständig bestimmt. Denn 
eine ganze Function von o kann man stets und nur auf eine Weise auf 
die Form 

go) = Fa,o(e—1)...(e—r-+]1) 


bringen. Ist nämlich Z/g(e) = g(loe+1)—g(e), so ist 
u | | 
u 5 er 


*) Die Gleichung f(e) = 0 ist von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 68 pag. 15) 
die „determinirende Fundamentalgleichung‘“ genannt worden. Ich schlage vor, dafür 
kurz „determinirende Gleichung“ zu sagen. Damit ist ihre Bedeutung hinlänglich her- 
vorgehoben, und zugleich der Vortheil gewonnen, ihre linke Seite „determinirende 
Function“ nennen zu können. Ist $# der Grad von f(o), so nennt Herr Thome (dieses 
Journal Bd. 75 pag. 267) die Zahl «—A=h den „charakteristischen Index“ der Difte- 
rentialgleichung P=0. Indessen scheint es mir überflüssig, für den Grad jener 
Function einen besonderen Namen einzuführen. 
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Ist also f(x, o) eine ganze Function von o, deren Üoefhieienten Functionen 


von x sind, so ist der Differentialausdruck. dessen charakteristische Function 


x’ f(x,o) ist, 
„ #’fiz,0) 


au TE BE” 


D'y, 


wo sich das Zeichen 4 auf den Parameter o bezieht, und nach Ausführung 
der Operation o= 0 zu setzen ist *). 

Um von der charakteristischen und der determinirenden Function 
einer Differentialgleichung ein anschaulicheres Bild zu erhalten, denke ich 
mir dieselbe, was durch Multiplication mit einer geeigneten Potenz von x 
stets möglich ist, auf die Form 

Ay) = Auy+Aı 2 Dy+ --+A,2°D'y=0**) 
gebracht, wo die Reihen A,, A, ... A, nur positive Potenzen von x ent- 
halten und für e = 0 nicht sämmtlich verschwinden. Diese Form der linken 
Seite einer Differentialgleichung will ich ihre Normalform nennen. Die 
charakteristische Funetion des Differentialausdrucks A 
Aa) = x’ (Au+ A,0 +: + A,0o(oe—]1)...(o—a+] ) 

enthält, durch x° dividirt, nur positive Potenzen von x und verschwindet 
für 2=0 nieht identisch. Ihr constantes Glied ist die determinirende 
Funetion. Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass ein Differentialausdruck 
die Normalform hat, wenn seine charakteristische Funetion jene beiden 
jedingungen erfüllt. Von diesem Kriterium werde ich in den nächsten 


Paragraphen Gebrauch machen. 


IR 
I 


Ist 
Ay) = P,y+P,Dy+--+P,D°y 


ein homogener linearer Differentialausdruck, so heisst 


Air Porn —D(Pın)+-+(—1)D°(P,r 

*) Mit Hülfe dieser Bemerkung kann man einige häufig gebrauchte Umfor- 
mungen linearer Difierentialgleichungen leicht ausführen. Gebt z. B. der Difierential- 
ausdruck P,(y)=P,y+FP,D,y+'-+P,D;y durch die Substitution x = t-! in Q,(y) 
über, so ist P,(a)=0,(te). Ist daher P,(2”2) =xtf(z,o) die charakteristische 
Function des Ausdrucks P, so ist Q,() = fl’, — oe) die des transformirten Aus- 
drucks. Bringt man diese auf die Form FQ,0(o-—1)...(oe—v-1), so ist O,)= 


Q,y-+0,tD.y-+---+0Q.1“D/y. In ähnlicher Weise kann man die Substitutionen 
2 = logt und x = e‘ durehführen. 
*#) Wir bedienen uns des Zeichens =, um die Identität von zwei Differential- 


ausdrücken zu bezeichnen. 
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der adjungirte Differentialausdruck*). Bekanntlich ist 

nAy)—yAln) = DPiy, n). 
wo P{y,n) sowohl in Bezug auf y, als auch in Bezug anf n ein homogener 
linearer Differentialausdruck ist. Die Coeffieienten dieses bilinearen Diffe- 
rentialausdrueks sind ganze lineare Funetionen von P,. P,. ... P, und ihren 
Ableitungen. Setzt man in der obigen Identität y=-r*"' und n=ı°, 
wo » eine positive oder negative ganze Zahl ist, so erhält man 


e Aa) a Ale) = DPlat",20). 


Die linke Seite dieser Gleichung, in welcher nur ganze Potenzen von x 
vorkommen, ist also die Ableitung einer Potenzreihe, enthält folglich =” 
nicht. Ist aber 


/ 


Aa?) = Zf;(e)e’” 
die eharakteristische Function von A, so ist der Üoefficient von z7’ in 
x? Az) gleich ,(—e—r—1): und ist 

Al) = Fy;,(o)a**’ 
die charakteristische Funetion von A, so ist der Üoefficient von x=”' in 
z”—'A(z®) gleich g,(o). Daher ist“”) 

o,'o)=f, -e-r-N. f(o)=gy,(-oe-r—), 
oder es Ist 
Alt) = Zf,(-o—-r—1)r 

die charakteristische Funetion des adjungirten Differentialausdrucks, durch 
deren Angabe dieser Differentialausdruck. wie oben gezeigt, völlig be- 
stimmt ist. 

Wenn A die Normalform hat, so verschwindet f,(e) für negative v, 
aber nieht für v»=0. Dasselbe eilt von g,(e)=f, —o—r—]1) und folglich 
hat nach dem am Ende des vorigen Paragraphen entwickelten Kriterium 
auch An) die Normalform ***). Zwischen den determinirenden Funetionen 
beider Differentialausdrücke bestehen alsdann die Beziehungen T) 

g(o\=f-o-l. Ffio)=yYpi-e-—]). 


! 


Die beiden determinirenden Functionen sind demnach von gleichem Grade ff). 


*) Fuchs, dieses Journal Bd. 75 pag. 183. 
**) Vergl. Jacobi, Mathematische Werke, Bad. I, pag. 362. 
*##) Vergl. Fuchs, dieses Journal Bd. 75 pag. 1x0. 
7) Vergl, Fuchs, dieses Journal Bd. 76 pag. ! 
pag. 24, 


Tr) Thome, dieses Journal Bd. 75 pag. 276. 





ISO. Thome, dieses Journal Bd. 76. 
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eiläufig will ich noch erwähnen, dass sich die ermittelte Relation 


zwischen den beiden eharakteristischen Funetionen 
Az)=zflz,o) und Alat)=ztp(z, 0) 

auf die elegante Form 

wor 


p(x,o) Bun v D’ 4’ f(z,—-o—1) 


WE 


bringen lässt, wo sich das Zeichen D auf die Variable x und das Zeichen 
A auf den Parameter o bezieht. 


% 

Sind A und B zwei Differentialausdrücke, so bezeiehne ich mit 
AB==C den Differentialausdruck, den man erhält, indem man die dureh 
das Zeichen A ausgedrückte Operation auf den Ausdruck B anwendet, und 
nenne C aus A und B (in dieser Reihentolge) zusammengesetzt. Wenn die 
Coeffieienten von A und B, wie wir hier voraussetzen, in der Umgebung 
des Nullpunktes den Charakter rationaler Funetionen haben, so gilt dies 
auch von den Üoefficienten von ©. Sind 


4A (2? \ z° fix, 0) — 2 fi 0 \r® r/ > 
B(a*) = a’g(2, 0) = Ig,(o)ar't, 
Ü re? — q* 7 [ L, 0 zh, 0 Pt ’ 


die eharakteristiscehen Funetionen dieser Differentialausdrücke. so ist 


C(z?) ='AB(a?) = AlZ&g,(e)ar*") = Zg,(o)Alart”) 
oder 
A+u 


Zh,(o)e’ = Zfı o+u)g,(o)® 
/ u 


Daraus geht hervor, dass, wenn zwei der Differentialausdrücke A, 
B, © die Normalform haben, auch der dritte sie haben muss. Indem man 
dann auf beiden Seiten dieser Gleichung x =(0 setzt, erhält man zwischen 
den determinirenden Funetionen der drei Differentialausdrücke die Relation 
hie) = fie).g(e). 
Wir sprechen diese für die T’heorie der linearen Differentialgleichungen 
sehr wichtige Beziehung in Form eines Satzes so aus *): 


Ist ein Differentialausdruck aus zweien oder mehreren Differentialaus- 


*) Vergl. Thome, dieses Journal Bd. 76, pag. 254 unten und 285 oben. Ein 
specieller Fall dieses Satzes ist bereits von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 08, 
pag. 20, Satz Il.) gegeben worden. 
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drücken in der Normalform zusammengesetzt, so hat er ebenfalls die Normal- 
form, und seine determinirende Function ist das Product aus den determinirenden 
Functionen seiner Bestandtheile. 

Der Grad von h/e) ist demnach die Summe der Grade von fie) 
und g(o) *). Beiläufig erwähne ich noch, dass sich die zwischen den cha- 
vakteristischen Functionen von A, B und € ermittelte Beziehung auf die Form 


go? 


kzo0)= 2 . N fiz,o).D’g 2,0) 


. 1. 


bringen lässt. 


8. 4, 

Nach diesen formalen Betrachtungen wenden wir uns jetzt zu dem 
eigentlichen Gegenstande unserer Untersuchung. Herr Fuchs**”) hat ge- 
zeigt, dass die Aufgabe der Integration der linearen Differentialgleichungen 
auf die Lösung von zwei Problemen zurückkommt, die, wie es bis jetzt 
den Anschein hat, völlig von einander unabhängig sind. Das erste besteht 
darin, den Charakter der Integrale der Differentialgleichung in der Um- 
vebung der singulären Stellen zu ergründen, das andere darin, die linearen 
Beziehungen zu ermitteln, welche zwischen zwei, in den Umgebungen von 
zwei singulären Punkten definirten, vollständigen Systemen von einander 
unabhängiger Integrale bestehen. Die Fragen, welche ich in meiner Ab- 
handlung „Ueber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen‘‘ (dieses Journal Bd. 76, pag. 236) angeregt habe, 
stehen in engster Beziehung zu dem zweiten Probleme. An dieser Stelle 
dageren handelt es sich ausschliesslich um das erste Problem, um die 
Untersuchung einer linearen Differentialgleichung von der in $. 4 angege- 
benen Grestalt in der Umgebung einer bestimmten Stelle, für welche ich 


der Einfachheit halber den Nullpunkt gewählt habe. Dies ist der durch- 


greitende Unterschied zwischen dem Begriff der Irreduetibilität, den ich hier 
benutzen werde, und dem in der eben eitirten Abhandlung definirten Begriffe. 

Kine lineare Differentialgleichung, deren Coefficienten in der Um- 
vebung des Nullpunktes den Charakter rationaler Funetionen haben, nenne 
ich reductibel, wenn sie mit einer linearen Differentialgleichung niedrigerer 
Ordnung, deren Coeffieienten in der Umgebung des Nullpunktes denselben 


*) Thome, dieses Journal, Bd. 76, pag. 282. 
*) Dieses Journal Bd. 66, pag. 10 und Bd. 75, pag. 206. 
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Charakter haben, ein Integral gemeinsam hat. im entgegengesetzten Falle 


irreductibel. Die meisten der Sätze und Beweise. welche ich in der oben er- 
wähnten Abhandlung gegeben habe, gelten auch für diesen abweichenden Be- 
erift der Irreduetibilität. Die Einführung dieses Begriffs hat den Zweck, das 
oben angeführte erste Problem wieder in zwei Aufgaben zu zerspalten, nämlich 
erstens *), zu erkennen. ob eine gegebene Differentialgleichung reduetibel 
ist oder nicht und zweitens, die Natur der Integrale der irreduetibeln Diffe- 
rentialgleichungen zu ermitteln. 

In dieser Abhandlung wollen wir uns aber nur mit einem bemerkens- 
werthen Falle der ersten Aufgabe beschäftigen. zu welehem man durch 
folgende Betrachtungen gelangt. Wenn eine Differentialgleichung C=0 ein 
reeuläres Integral besitzt. so hat sie auch eins von der Form ze, wo ® 
eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe ist. die 
für = 0 nieht verschwindet **). Dies genügt aber der Difterentialgleichung 
erster Ordnung 


B, = (oe+rey—-cveDy=V. 


und daher ist die gegebene Differentialgleichung reduetibel. Als ein be- 
sonderer Fall der ersten Aufgabe bietet sich demnach die zuerst von Herrn 
Thome aufzeworfene Frage dar, wie eine Differentialgleichung beschaffen 


sein muss, damit sich unter ihren Integralen auch reguläre befinden 


S. n. 
Wenn man einen Ausdruck von der Form 


a ı j 


vo = ı°(w.(le)’+w,(lx +++, 


WO %y. Wir... ©, in der Umgebung des Nullpunktes den Charakter ra- 
tionaler Funetionen haben. in einen Differentialausdruck B einsetzt. so er- 
hält man. wie leieht zu übersehen. 


” 


Bw) =u=ar(milae’ tu le) "+++ u,). 


WO Ay. U, -.. a, in der Umgebung des Nullpunktes ebenfalls den Charakter 


*) Ein specieller Fall dieser Aufgäbe ist bereits von Herrn Thome behandelt 
worden (dieses Journal Bd. 76. pag. 292), nämlich die Frage, ob eine gegebene Diffe- 
rentialgleichung mit einer von der ersten Orduung ein integral gemeinsam hat. 

*#) Fuchs, dieses Journal Bd. 68, pag. 4 und ). 
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rationaler Funetionen haben *).. Wenn daher in dem Ausdrucke 


ve = a (volle)? +0, (le) '+..-+0;) 


die nach ganzen Potenzen von x fortschreitenden Reihen ®,. ©. ... ©, ins- 

gesammt oder zum Theil negative Potenzen in unendlicher Anzahl enthalten. 

so kann die Differentialgleichung B=e kein reguläres Integral haben. 

Denn hätte sie eins, y=w, so wäre u=» und daher **) 
el, ein, ui, 

was den Annahmen widerspricht. 

Die Integrale der Differentialgleichung AB=0 genügen entweder 
der Differentialgleichung = 0 oder, wenn man mit a irgend ein Integral der 
Differentialgleichung A=0 bezeichnet, der Differentialgleichung B=u. Seien 
®,, ©, ... ©, die von einander unabhängigen regulären Integrale der Differen- 
tialgleichung B=0 und vo, ®, ... ©%,, %, Wr, ... w, die von AB=V0. 
Dann sind Bee,)=m, ... Biw,)=n, Integrale, und zwar nach der obigen 
Bemerkung reguläre Integrale der Differentialgleichung A=0. Dieselben sind 
unter einanderunabhängie. Denn wäre e,.+-+c,u,—=0, so wäre B(ew, ++ e,w,) 
—V und folglich ew,—+-+e,w, ein Integral, und zwar ein reguläres Integral 
der Differentialgleichung B=0. Daher wäre 

cw, +. +c,w, = bvı+''+b,o,, 
während doch diese Funetionen unter einander unabhängig sein sollen. Die 
Difterentialgleichung A=0 hat also wenigstens v reguläre Integrale, und 
damit ist der Satz bewiesen: 

I. Die Differentialgleichung AB=V hat nicht weniger reguläre In- 
tegrale als B=UV und nicht mehr als A=V und B=V zusammen. 

Die beiden Grenzen für die Zahl der regulären Integrale von 
AB= 0 fallen zusammen, wenn A=0 gar keine regulären Integrale ‚hat. 
Daraus folgt: 

2. Wenn die Differentialgleichung A=V heine regulären Integrale 
hat, so genügen die regulären Integrale von AB=U sämmtlich der Dijferen- 
tialgleichung B=\. 


Ferner ergeben sich die Folgerungen: 


Die wirkliche Ausreehnung gestaltet sich am einfachsten mit Hülfe der aus 
der Gleichung B(ze) = x°g(x,_e) durch xfache Differentiation nach o abgeleiteten Glei- 
chung B(zt(1x)*) = D,(x°g(z, 0)). 

##) Fuchs, dieses Journal, Bd. 68, pag. 4. Thome, dieses Journal, Bd. 74, pag. 195. 
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3. Eine aus mehreren Differentialgieichungen zusammengesetzte Diffe- 


rentialgleichung hat nicht mehr reguläre Integrale als die einzelnen Differential- 
gleichungen, aus denen sie besteht, zusammen. 

4. Setzt man mehrere Differentialgleichungen zusammen, die keine 
regulären Integrale haben, so erhält man wieder eine Differentialgleichung, die 
keine regulären Integrale hat. 

Wenn die Differentialgleichung yt*" Ordnung C=0 ein regmläres 
Integral hat, so hat sie, wie am Ende des vorigen Paragraphen bemerkt 
wurde, mit einer Differentialgleichung erster Ordnung B, = (0 ein reemläres 
Integral gemeinsam. Daher lässt sich C auf die Form * 

C=AB 
bringen, wo A’ ein Differentialausdruck (7—1)'" Ordnung ist. Wenn A=0 
auch ein reguläres Integral hat, so ist wieder 

A = 4’B. 
wo B,=(0 eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einem regulären 
Integrale, und A” ein Differentialausdruck (7—2)' Ordnung ist. Indem 
man so fortfährt, bringt man C auf die Form 

C=Ab, 
ie 

b = B,B;_,...B,B, 

ist und B=0, ... B,=V0 Differentialgleichungen erster Ordnung mit einem 
regulären Integrale sind, A = 0 aber eine Differentialgleichung (7 — P)!er Ord- 
nung ohne reguläre Integrale ist. Nach Satz 2 genügen daher die regulären 
Integrale der Differentialgleichung © = 0 sämmtlich der Differentialglei- 
chung B=0. Soll also C=0 lauter reguläre Integrale haben, so muss 
C=B sein. 

5. Eine Differentialgleichung, die nur reguläre Integrale hat, lässt 
sich aus lauter Differentialgleichungen erster Ordnung zusammensetzen, deren 
jede ein requläres Integral hat. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt. Denn der Differentialgleichung 
b=(0 genügt erstens das (reguläre) Integral y, von B,=0. Ferner genügt 
ihr, wenn z das (reguläre) Integral von B, = 0 ist, das Integral der Diffe- 
rentialgleichung B, = z. Dies ist aber, wenn w der Coefficient von Dy in 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 76, p. 257. 
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B, ist, nach der Formel für die Integration completer linearer Differential- | ha 
gleichungen erster Ordnung | In 
RR: fi dee | gl 
sy u: D 


also ebenfalls ein reguläres Integral *\. Indem man so weiter schliesst, er- 

hält man den Satz: hi 
6. Setzt man Differentialgleichungen erster Ordnung, deren jede ein 

reguläres Integral hat, zusammen, so erhält man eine Differentialgleichung, die | tl 

lauter reguläre Integrale hat. v 
Wir haben vorher gezeigt, dass jeder Differentialausdruck C, der I 

iiberhaupt dureh ein reguläres Integral annullirt wird, auf die Form AB ge- 


r: 
bracht werden kann, wo A=0 keine regulären Integrale hat, und B=0 aus 
lauter Ditferentialgleichungen erster Ordnung zusammengesetzt ist, deren jede ‘ 
ein reguläres Integral hat. Nach Satz 6. hat daher B=0 nur reguläre In- ö 
tegrale und nach 2. hat C= 0 ausser den Integralen von B=0 weiter kein 2 
reguläres Integral. Wir gelangen so zu den wichtigen Sätzen: 
‘. Die regulären Integrale einer linearen Differentialgleichung, deren | 
Coefficienten in der Umgebung des Nullpunktes den Charakter rationaler Functionen 


haben, genügen für sich wieder einer linearen Differentialgleichung von derselben 
Beschaffenheit. 

5. Ist B=0 die Differentialgleichung, der die regulären Integrale der 
Differentialgleichung C—=V genügen, und bringt man © auf die Form AB, so 
hat die Differentialgleichung A=V keine regulären Integrale. 

Wenn A=0 und B=( zwei Differentialgleichungen sind, die lauter 
reguläre Integrale haben, so lassen sie sich nach Satz 5. aus lauter Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zusammensetzen, deren jede ein reguläres 
Integral hat. Dasselbe gilt demnach auch von der Differentialgleichung 
AB=0, und daher hat dieselbe nach Satz 6. lauter reguläre Integrale. Als 
Verallgemeinerung von 6. erhalten wir daher den »9atz: 

9. Setzt man mehrere Differentialgleichungen zusammen, die lauter 
reguläre Integrale haben, so erhält man wieder eine Differentialgleichung, die 
nur reguläre Integrale hat. 

Hat B=0 lauter reguläre Integrale, A aber nicht, so kann man A 
nach Satz 7. auf die Form SR bringen, wo R=( lauter reguläre Integrale 


*, Fuchs, dieses Journal Bd. 66, pag. 35. 
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hat, S=0 aber keins. Damn ist C == AB=S(RB), und die regulären 
Integrale von C=0 genügen nach Satz 2. sämmtlich der Differential- 


eleichung RB=0. Diese aber hat nach Satz 9. lauter reguläre Integrale. 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

10. Wenn die Differentialgleichung B=V lauter reguläre Integrale 
hat, so hat AB=V genau so viel, wie A=V und B=V zusammengenommen. 

Zum Schluss will ich noch für den Satz 7. einen zweiten Beweis mit- 
theilen. Sei u = x°(w,2” + u,2”""+--:+0,) eine ganze Function zen Grades 
von 2, und seien Su, Su, ... ihre Differenzen. Bedeuten «,, %, ... 4, 
Funetionen von x, die in der Umgebung des Nullpunktes den Charakter 

n Ix > A 

rationaler Functionen haben, und setzt man 2 = m; go ist u die Form 
eines regulären Integrals einer Differentialgleichung C=0. Dasselbe geht. 
falls x den Nullpunkt einmal umkreist, in r{a+ Ju, über 'r=e'"*), bei 
einem nochmaligen Umlaufe in r/a+29ua+ fu u. s w.*). Daher sind 
auch /u, Su. ... Integrale von C=0 und zwar, wie aus ihrer Form 
hervorgeht, reguläre. Alle Werthe, in die « übergehen kann, ohne dass « 
die Umgebung des Nullpunktes verlässt, lassen sich durch a, Su, Su, 
linear mit eonstanten Üoetficienten ausdrücken, sind also wieder reenläre 
Integrale. Da ein beliebiges reguläres Integral die Gestalt uu+be-+cw-+- 
hat, wo a. b. e. ... Uonstanten sind, und vo, w, ... Functionen von derselben 
Beschaffenheit wie x, so kann ein reguläres Integral bei einem Umlaufe 
von z um den Nullpunkt immer nur wieder in ein reguläres übergehen. 


ty: + + . : » > rıır n ‚ı+ 1 y» Y. vor ip ! - y. 
Betraehtet man nun die Gesammtheit der reeulären Inteerale von 
C=0, so müssen sie sich alle durch eine gewisse Anzahl unter ihnen 


I: N : IR =ul% 2 oe Cm u. nn ni . 
Yır Yas ++» Ya, die unter einander unabhängig sind, linear ausdrücken lassen. 


Jedes derselben, y,, geht bei einem Umlaure des Argumentes z um den Null- 
punkt wieder in ein reguläres Integral, also in einen Ausdruck von der Form 


Ct -+e,,9, über. Daher sind ””) die Coethicienten des Differentialausdrucks 


rg se ER y 
B Dy Dy Da ar I A Dy, u Dy; 


a Aal 0, EEE ‚7 aa D’'y, 


*) Hamburger, dieses Journal, Bd. 76, pag. 122. 
*#) Vgl. dieses Journal Bd. 76, pag. 241. 
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in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige Functionen und bleiben, wie 
aus ihrer Zusammensetzung hervorgeht, endlich, wenn sie mit einer gewissen 
Potenz von x multiplieirt werden, haben also den Charakter rationaler 

Funetionen. Damit ist Satz 7. bewiesen. " 

Ich will noch erwähnen, dass sich mehrere Sätze dieses Paragraphen 
auch als Eigenschaften der adjungirten Differentialgleichung ausdrücken | 
lassen mit Hülfe des Reeiproeitätssatzes der linearen Differentiaigleichungen, 
den ich gleichzeitig mit Herrn Thome gefunden”) habe, und den ich auf 
die elegante Form gebracht habe: 

il. Sind A und B die adjungirten Differentialausdrücke von A und B, ( 
so ist BA der adjungirte Differentialausdruck von AB. 

Oder allgemeiner: 

Ist ein Differentialausdruck aus mehreren zusammengesetzt, so ist der 
adjungirte Differentialausdruck aus den adjungirten in der umgekehrten Reihen- 
folge zusammengesetzt. 

Mit Hülfe desselben folgert man z. B. aus Satz 5. und 6.: 

12. Wenn eine Differentialgleichung lauter reguläre Integrale hat, so 
hat auch die adjungirte Differentialgleichung lauter reguläre Integrale. 

Ein sehr einfacher Beweis des erwähnten Reeiprocitätssatzes, bei 
dem die /»tegrale der Ditferentialgleichung gar nieht in Betracht kommen, 
beruht auf folgenden Ueberlegungen: 

1) Wenn die Differentialausdrücke 

A= Ay+A,Dy+---- HA,D’y 
und 
A = Ay+A,Dy+--+A,D’y 
adjungirt sind, so Ist 
A = Au y—D(Ay)+--+(-1)D*(A,y) 
und 
A= Ay—-D(Ay)+-+(-1)"D(A,y). 
Ist daher » eine Function von r, so ist 
A(vy) = A,vey— D/A,vy)+ ++ (—1)°D*(A,oy). 
Der adjungirte Difterentialausdruck von A(ey) ist demnach 


A,ey+A,veDy+--+A,0eD‘y = vA(y). 


*) Dieses Journal Bd. 76, pag. 263; Thome, dieses Journal Bd. 76, pag. 277. 
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2) Der adjungirte Differentialausdruck von 


A(D’y) = A,D’y+ A, D"*y+---+A,D°'*y 
ist 
(1) D’(A,y)+(-1)*"D* (Ay) + +(-1)""D*e A,y nt «MA y\. 


Daher ist zu A(oD*y) der adjungirte Differentialausdruck 
—1”D’(eAy)). 

3) Sind A und B adjungirt zu A und B, so ist unmittelbar klar, 
dass A+B adjungirt ist zu A+B*). Dasselbe gilt von einer grösseren 
Anzahl von Differentialausdrücken. Ist daher 

B= B,y-+ B,Dy-+---+B,D’y, 
so Ist 
AB = A’B,y)+A(B,Dy)+--+A\B,D’y) 
und daher der adjungirte Differentialausdruck 
B,A(y)—-D(B,A(y))+ ++ (-1”D’(B,A(y)) = BA(y). 
Nachdem so der Satz für zwei Differentialausdrücke bewiesen ist, 


lässt er sieh ohne weiteres auf mehrere ausdehnen. 


6. 


wir 


Wir schieken den folgenden Untersuchungen einige Bemerkungen 
über Differentialgleichungen erster Ordnung 
B=uy+erDy=V 
voraus, deren linke Seite wir in der Normalform voraussetzen. Die Werthe 
!. %,. Welche # und e für e=0 annehmen, sind daher endlich und nicht 
beide Null. Das Integral von B=0 ist 
4 
y .=e Ü "x 
Ist daher ©, von Null verschieden, so ist y von der Form «= F(r), wo Fix 
eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe ist, die 
für = 0 nicht verschwindet; y ist also ein reguläres Integral. Wenn aber 
vo für 2=0 von der »tea Ordnung verschwindet, so ist y von der Form 
*) Hesse, dieses Journal Bd. 54, pag. 232. 
Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 4; 
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e ” «'Fie), 
also kein reguläres Integral. Die charakteristische Funetion des Differential- 
ausdrucks B ist z°(a-+ eo), seine determinirende Function ,+®,0. Dieselbe 
ist im ersten Falle eine ganze Function ersten Grades von oe, im anderen 
Falle eine Uonstante. 

Wenn eine Differentialgleichung nur reguläre Integrale hat, so lässt 
sie sich nach Satz 5. des vorigen Paragraphen aus lauter Differential- 
gleichungen erster Ordnung zusammensetzen, deren jede ein reguläres 
Integral hat. Die determinirende Function einer jeden ist daher vom ersten 
Grade, und da nach $. 3. die determinirende Function der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung das Product aller dieser determinirenden Functionen ersten 
(Grades ist. so ist ihr Grad der Ordnung der Differentialgleichung gleich. 

1. Wenn eine Differentialgleichung lauter reguläre Integrale hat, so 
ist der Grad ihrer determinirenden Function ihrer Ordnung gleich *). 

Bekanntlich ist die gefundene Bedingung nicht nur nothwendig, sondern 
auch hinreichend, und kommt die Begründung der Umkehrung des eben aut- 
westellten Satzes auf einen CUonvergenzbeweis hinaus **). 

Wenn die Differentialgleichung C=0 unter ihren Integralen 5 reguläre 
hat. so lässt sich CO nach $. 5, Satz 7. auf die Form AB bringen, wo A=V0 
keine und B= U lauter reguläre Integrale hat. Die determmirende Funetion 
4.0) der Ditferentialgleichung Pt" Ordnung B = 0 ist daher vom 2 Grade. 

Ist fo, die determinirende Function von A, so ist die von CO = AB 
nach dem in $. 3 bewiesenen Matze 

hie) = fie). gle,. 
und daher ist der Grad von %k(go) wenigstens gleich 5%. Daraus folgt*””): 

2. Die Anzahl der regulären Inteyrale einer linearen Differential- 
gleichung ist nicht grösser als der Grad ihrer determinirenden Function. 

Von einem Ausdruck 


u 


uf ı\ 2 N 
(u la)” + le” "+. +u,). 


in dem die nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitenden Reihen 


*) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, pag. 26 und Bd. 68, pag. 8. Thome, dieses 
Journal Bd. 74, pag. 200. 

##*, Fuchs, dieses Journal Bd. 66, pag. 29. Vergl. auch dieses Journal Bd, 76, 
pag. 218. 


###) Thome, dieses Journal Bd. 74. pag. 204, Bd. 75, pag. 268. 
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U. U, +... a4, für 2=0 nicht sämmtlich verschwinden, sagen wir, er gehöre 


zum Exponenten 9°). Da die Differentialgleiehung B=0 nur reguläre 
Integrale hat, so kann man ein vollständiges System von einander unab- 
hängiger Integrale angeben, die der Reihe nach zu den Wurzeln der de- 
terminirenden Gleichung g(o)=0 von B gehören. Weil aber h’o)=fo)gle) 
ist, so sind die Wurzeln der Gleichung g/eo)=0 ? von den Wurzeln der 
(leiehung fie) =0. Es ergiebt sich also der Satz **): 

3. Die regulären Integrale einer linearen Differentialgleichung gehören 
zu eben so vielen Wurzeln ihrer determinirenden Gleichung. 


Wenn die Anzahl 2 der regulären Integrale von C=0 gleich dem 


> 


(zrade von h(o) ist, so muss fo) eine Uonstante sein. Diese Bedinzung 
lässt sich umkehren: Die determmirende Funetion einer Differentialgleichung 
ta Ordnung C=0 sei vom Pet Grade, und C lasse sich auf die Form 
AB bringen, wo A von der y— Pter Ordnung ist und zur determinirenden 
Funetion eine Constante hat, während über B nichts vorausgesetzt ist. 
Dann kann man daraus schliessen, dass C=(0 genau ? reguläre Integrale 


al 


> 


hat. Denn weil C von der ytern und A von der (— Pte" Ordnung ist, so 
ist B von der ten Ordnung: und weil f(o) eine Constante und h(o) vom 
pen Grade ist, so ist g(o) vom Pte Grade. Nach der Umkehrung von 
Satz 1. hat daher 5=0 lauter reguläre Integrale. Die Ditferentialgleichung 
A=0 aber, deren determinirende Function vom nullten Grade ist, kann 
nach Satz 2. reguläre Integrale nicht haben. Folglich hat nach S. 5, 2. die 
Difterentialgleichung C=ABb=0 genau 9 reguläre Integrale. 

Die eben gefundene nothwendige und hinreichende Bedingung lässt 
sich am bequemsten mit Hülfe der adjungirten Differentialgleichung aus- 
drücken. Sind nämlich A, B und Z' die adjungirten Differentialausdrücke 
von A, B und C, so folgt aus der Gleichung C = AB nach dem Reei- 
procitätssatze 

I!’ = BA. 
Ferner sind nach S. 2. die determinirenden Funetionen von A und A von 
gleichem Grade, also beide Constanten. Es gilt also der Satz ***): 


4. Damit eine Differentialgleichung y'° Ordnung, deren determinirende 


Function vom P"" Grade ist, genau 3 reguläre Integrale habe, ist nothwendig 


*) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, pag. 55. 
**) Thome, dieses Journal Bd. 74, pag. 210. 
###) Thome, dieses Journal Bd. 76, pag. 2>5. 
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und hinreichend, dass die adjungirte Dijferentialgleichung mit einer Differen- 
tialgleichung (Y— P)!” Ordnung, deren determinirende Function eine Constante 
ist, alle Integrale gemeinsam habe. 

ist z.B. ?=y-—l, soll also C=0 genau 7—1 reguläre Integrale 
haben, so kann Ah(e) nicht von einem niedrigeren als dem (y—1)ten Grade 
sein, aber auch nicht von einem höheren. Denn sonst wäre h(e) vom yten 
Grade, und ©=0 hätte lauter reguläre Integrale. Nach den Bemerkungen, 
die ich am Anfang dieses Paragraphen über die Gestalt der Integrale der 
Differentialgleichungen erster Ordnung gemacht habe, kann man demnach 
den Zusatz aussprechen *): 

9. Damit die Anzahl der regulären Integrale einer linearen Differen- 
tialgleichung y!” Ordnung genau gleich y—1 sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass ihre determinirende Function vom |(y—1)'" Grade sei, und dass 


die adjungirte Differentialgleichung ein Integral von der Form 


Cn 4 Mir > c, 
N 
e Pos“ d, Fb r 
besitze. 
S. 1. 


Da sich uns im Laufe unserer Untersuchung keine irreduetibeln 
Differentialgleichungen dargeboten haben, so dürfte es nicht überflüssig sein, 
zu zeigen, dass es überhaupt solche giebt. Sei h(x,o) eine ganze Function 
yten Grades von oe, deren Coeffieienten in der Umgebung des Nullpunktes 
den Charakter ganzer Funetionen haben und für = = 0 nicht sämmtlich ver- 
schwinden. Dann giebt es, wie in $. 1 gezeigt wurde, eine Differential- 
gleichung zt*" Ordnung C=0, deren charakteristische Function O\z’)=az'h(x,o) 
ist. Nun sei h(xz,0) = Ih,(o)z” so gewählt, dass h(o)=1 und h,(o) vom 
yten Grade ist. C hat dann die Gestalt 

C,y+ C,2’Dy+0O,X’D’y+-+C,at"" D’y, 


wo C, und C, für e=0 nieht verschwinden. Wäre diese Differentialglei- 


chung reductibel, so gäbe es eine Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
B=t0, mit der sie alle Integrale gemeinsam hätte **), und es wäre C= AB, 
wo die Ordnungen « und 5 von A und B kleiner als 7 sind, und @&+P=y 


*) Thome, dieses Journal Bd. 75, pag. 278. 
#*) Dieses Journal Bd. 76, pag. 244 und pag. 258. 
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Frobenius, über die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen. 


ist. Unter Anwendung der Bezeichnungen des $. 3 wäre dann 
Zh,(lo)x Zf(lo+u)g,.(o)e’'* 

also 

hie) = fie)gte,, 

h,(oe) = flo+l)g(e)+gle)file) u.s. w. 
Da Ah(o) eine Constante ist, so wären nach der ersten Gleichung auch fo 
und g(e) Constanten, und daher wäre nach der zweiten eine ganze Function 
yren (arades h,(e) gleich einer ganzen Function, deren Grad die grösste der 
beiden Zahlen « und 5 wicht übersteigt, was nicht angeht. Damit ist die 
Existenz von irreduetibeln Difterentialgleichungen beliebiger Ordnung nach- 
gewiesen. 


Berlin, den 22. April 1875. 











Zusatz zu den Untersuchungen über eubische 
Raumeurven. 
S. 128 dieses Bandes 


(Von Herrn R. Sturm in Darmstadt.) 


I dem genannten Aufsatze, sowie in dem vorhergehenden über 
eubische Raumeurven (Bd. 79, S. 99 dieses Journals) habe ich, neben einer 
Reihe anderer Zahlen, auch die Zahl derjenigen eubischen Raumeurven er- 
mittelt, welche dureh 4 Punkte gehen und 6—4 Sehnen besitzen, und zwar 
für die Fälle, die ieh noch nieht behandelt glaubte, nämlich wenn 2 die 
Werthe 4 bis 0 hat. Ich bedaure, die Abhandlung des Herm Cremona im 
60. Bande dieses Journals S. 158 (Note sur les eubiques gauches) übersehen 
zu haben, in welcher die Construetion der eubischen Raumeurve aus den 
Bestimmungsstücken in den genannten Fällen gezeigt worden ist. Die von 
Herrn Öremona und von mir eingesehlagenen Wege sind jedoch, wenigstens 
in den beiden schwierigeren Fällen, wo 4 gleich 1 oder O0 ist, wesentlich 
verschieden. Herr Hirst hat die Freundlichkeit gehabt, jetzt nachträglieh 
meine Aufmerksamkeit auf Herrn Cremonas Note zu lenken. Auch in der 
eigenen Abhandlung des Herrn Hirst, die vor einiger Zeit erschienen ist: 
On the correlation of two planes (Proceedings of the London Mathematical 
Society vol. V. S. 40 oder Annali di matematica Ser. II. T. VI. S. 260) finden 
sich Berührungspunkte mit meiner Arbeit; das in No. 46 bis 49 meines 
Aufsatzes in diesem Bande gesagte lässt sich aus No. 42, 43 der genannten 
Abhandlung ableiten. 


Darmstadt. den 1. Mai 1875. 
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